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Introduction

Les probabilités sont a la fois une théorie mathématique et une activité de modélisation auxquelles on a recourt
lorsque la science est dans 'incapacité d’apporter une réponse prédictive & un phénomeéne. Par exemple, les lois de
la mécanique classique ne peuvent pas prédire le résultat d’un lancer de dé puisqu’il dépend de fagon non continue
de nombreuses conditions initiales et d’inconnues. Les premiéres formalisations de la notion de hasard au XVIIle
siécle répondaient essentiellement & des questions issues de la théorie des jeux et ce n’est qu’au XXe siécle que A.
Kolmogorov a rigoureusement formalisé le calcul des probabilités en s’appuyant sur une théorie de l'intégration :
I'intégration de Lebesgue.

Le but des probabilités est d’associer & un événement un nombre compris entre 0 et 1 qui traduit la fréquence
d’apparition de I’événement si I'on répétait un grand nombre de fois les circonstances qui I'ont produit. Dans
d’autres domaines des mathématiques (par exemple I’étude des équations différentielles ordinaires), on part d’une
circonstance connue précisément (les conditions initiales) et on en déduit avec certitude la situation qui en résultera.
La théorie des probabilités consiste a accorder une plausibilité plus ou moins grande & un événement donné : sa
probabilité. Elle cherche a prédire les résultats possibles ou les issues théoriques d’une expérience a partir d’une loi

de probabilité connue et issue de la modélisation du probléme.

Le domaine des statistiques a une origine trés ancienne, se réduisant initialement & une collecte d’observations
comme le recensement des populations. Cependant, le terme statistique n’est apparu qu’au XVIIle siécle dans un
sens purement descriptif d’une collection de données chiffrées (que l'on appelle des statistiques). La statistique
évoque aujourd’hui une collection de méthodes utilisées pour étendre des résultats observés sur quelques individus
a ’ensemble d’une population et dégager des lois de probabilité. Ainsi, a partir de données recueillies par le statisti-
cien (sondage, observations...), on peut traiter les données qualitativement ou quantitativement avec des tableaux,
des graphiques pour interpréter ces données (c’est la statistique descriptive) et trouver des propriétés sur la loi de
probabilité inconnue sous-jacente au probléme (c’est la statistique inférentielle). Une étude statistique peut égale-
ment conduire & des prévisions (comme avec la régression linéaire ou le machine learning) et des prises de décisions
(apprentissage statistique). On peut parler de connaissance a posteriori puisque ’étude se fait aprés la collecte de
données.
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Premiére partie

Probabilités

1 Mesure de probabilité - Variable aléatoire - Loi de probabilité

1.1 Modélisation d’une expérience aléatoire

Définition 1.1 : Espace probabilisé, Tribu, Probabilité
Un espace probabilisé est un triplet (2, F,P) ou

1.  est un ensemble appelé univers;

2. F est une tribu sur ’ensemble (2, ie un ensemble de parties de 2 qui vérifie :
» o e F,
» Si A€ F alors A° € F,
» Si une famille finie ou dénombrable de parties de 2 appartient & F alors leur réunion aussi.

3. Une probabilité ou une mesure de probabilité P sur un ensemble 2 muni d’une tribu F est une
application de F dans Rt qui vérifie :
> P(Q) =1,
» Pour toute suite (A, )nen d’éléments 2 & 2 disjoints de F,

400
P(|J 4n) =D P(4,).

n>0 n=0

Ezemples (Univers) :
a) Un lancer de dé a 6 faces :

b) Nombre de pannes d’une photocopieuse :
c¢) Durée de vie d’une ampoule :

La méme expérience peut étre modélisée par des univers différents :
d) Un lancer de 2 piéces :

Remarque 1.2 : Langage probabiliste et interprétation ensembliste.

1. L’univers désigne tous les résultats possibles de l'expérience. Un élément w de € est appelé épreuve et
une partie de 2 est appelée événement.

2. En langage ensembliste, A ou B correspond a la réunion des parties A, B de  (not¢ AU B); A et B
(simultanéité) correspond & leur intersection (noté A N B); ’événement contraire A° (ou non-A, ou A) au
complémentaire de A et ’événement impossible @ & la partie vide.

3. On se restreint & certaines parties de 2 dont on veut calculer la probabilité. La collection de ces parties
F munie de quelques propriétés de stabilité en font une tribu!. Les éléments d’une tribu sont appelés
événements.

1. Pourquoi ne pas considérer ’ensemble de toutes les parties de 27 Si on se limite aux espaces finis ou dénombrables, aucune
difficulté théorique ne survient. Par contre, dans le cas non dénombrable, on peut montrer qu’on ne peut pas définir de mesure de
probabilité sur [0, 1] si I'on munit [0, 1[ de ’ensemble des parties de [0, 1[ (ensemble de Vitali)!
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Proposition 1.3 : Propriétés d’une probabilité

1. P(@) =0,
2. P(A) =1—P(A),
3. PLAUB) =P(A) +P(B) —P(AN B),

n—-+oo

4. Si (An)nen est une famille croissante de F (ie. A, C A,41) alors P (U An> = lim P(A4,).
neN

n—-+oo

5. Si (Bp)nen est une famille décroissante de F (ie. A,11 C A,) alors P <m Bn> = lim P(B,).
neN

Ezxemple : événement négligeable mais pas impossible
On dit qu'un événement N est négligeable si P(N) = 0. On lance un dé non truqué a six faces jusqu’a obtenir un
6 et on considére I’événement N :"la face 6 n’est jamais obtenue". Montrer que N est négligeable.

Remarque 1.4 : Tribus usuelles

1. Pour tout ensemble €2, la tribu la plus petite ("la plus pauvre") est la tribu grossiére (&, ) ; la tribu la
plus grande ("la plus riche") est la tribu discréte P(2) (ie I'ensemble des parties de €2).

2. 81 Q:={wi,...,wy} est un ensemble fini, on le munit de sa tribu discréte.
3. Si Q est infini dénombrable (penser a N), on le munit aussi de sa tribu discréte.

4. (Hors-programme : cas des ensembles indénombrables) Si @ = R, on le munit de la tribu borélienne (ie la
tribu engendrée par les intervalles). Il existe aussi une tribu pour les ensembles indénombrables du type
Q) = {0, 1} (expérience de pile ou face avec une infinité de lancers) appelée tribu cylindrique.

Ezemple : Peut-on avoir équiprobabilité sur (N, P(N)) ¢
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Pour toute la suite, on fixe un espace probabilisé (2, F,P).

1.2 Equiprobabilité discréte et éléments de combinatoire

Dans cette section, on considére un univers fini © (muni de la tribu discréte P(€2) et d’une probabilité P). On
suppose que l'on a équiprobabilité sur €1, c’est-a-dire que pour tout w € €2,

PU)) = G

N.B. Pour toute partie A C 2, on a
_ Card(A)

P(4) = Card(2)”

Quatre exemples fondamentaux de cardinaux.

Rappel : Si Q est un ensemble & n éléments, il y a n! permutations possibles des éléments de Q (ie n! listes
ordonnées qui contiennent tous les éléments de €2 sans répétition).

Exemple : Une urne contient n boules étiquetées de 1 & n. On fait p tirages. Il y a alors 4 possibilités :

Pas de répétition (tirage sans Avec répétition (tirage avec remise)
remise)

L’ordre d’apparition compte

L’ordre d’apparition ne compte pas

Exemple : comment retrouver ces formules ¢
Dans cet exemple, les tiroirs sont toujours différenciés les uns des autres (ils ne sont donc pas interchangeables).

1. Combien y a-t-il de facons de ranger 5 objets dans 8 tiroirs de sorte qu’il n’y ait pas plus d’un objet par tiroir,

(a) si les objets sont discernables (ie tous différents) ?

(b) si les objets sont indiscernables (ie tous identiques) ?

2. Combien y a-t-il de fagons de ranger 8 objets dans 3 tiroirs,

(a) si les objets sont discernables (ie tous différents) ?

(b) si les objets sont indiscernables (ie tous identiques) ?
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1.3 Probabilité conditionnelle

Définition 1.5 : Probabilité conditionnelle

Si B est un événement de probabilité non nulle et A un événement alors on définit la probabilité conditionnelle

de A sachant B par
P(AN B)

BAIB) = 5

Proposition 1.6 : La probabilité conditionnelle est une probabilité

Si P est une probabilité sur (2, F), P(-|B) définit une nouvelle probabilité sur (2, F).

Preuve :

Proposition 1.7 : Formule des probabilités totales

Soit (A;)ier une partition (ie. tous disjoints 2 & 2 et leur réunion fait 'univers) finie ou dénombrable d’événements
de 2 de probabilité non nulle. Alors

P(A) = P(ANA;) =) P(AJA;)P(A;).

el i€l

Proposition 1.8 : Formule de Bayes
Soit A un événement et B un événement de probabilité non nulle. Alors :

P(A) x P(B|A)

PAIB) = =g

Remarque 1.9 : On utilise souvent les deux formules en méme temps.
Sous les mémes hypothéses que la proposition [1.7]

ipy _ P(A) xP(B[A;) _ P(4;) x P(B|A)
P(A;|B) () ZIP’(B\Ai)IP’(Ai)'

icl

Ezemple : (Formule des probabilités totales - Formule de Bayes)

Une personne sur 1000 est atteinte d’une maladie. Un test déclare positif 99 % des malades qu’on lui soumet et il
déclare malade 2 % des personnes saines. On choisit une personne au hasard et on la soumet au test.

On consideére les événements : A :"le test est positif" et B :"la personne est malade".

Quelle est la probabilité d’étre malade sachant que le test est positif? A premiére vue, le résultat obtenu est
étonnant. L’expliquer.
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1.4 Variable aléatoire

Avec la notion d’événement, on s’intéresse aux conséquences qualitatives d’une expérience aléatoire (un lancer de
dé a-t-il donné un résultat pair? le nombre de pannes de la photocopieuse a-t-il dépassé 107?...). Pour étudier des
conséquences quantitative d’une expérience aléatoire (quel est le résultat du lancer de dé? quel est le nombre de
pannes de la photocopieuse ?...), on introduit la notion de variable aléatoire.

1.4.1 Variable aléatoire discréte et réelle

Définition 1.10 : Variable aléatoire discréte

Soit £ un ensemble au plus dénombrable. On dit qu'une application X : 0 — F est une variable aléatoire

discréte si
Vo, € B, X Hay) = {weQ: X(w)=ux}€F.

On notera X (Q) = {x;, ¢ € I} ou I est fini ou dénombrable (penser a N).

Remarque 1.11

En pratique, si Q est dénombrable, on prend F = P(Q). Ainsi, la seule condition pour qu’une variable aléatoire
soit une variable aléatoire discréte est qu’elle soit & valeurs dans un ensemble dénombrable.

Définition 1.12 : Variable aléatoire réelle

Une variable aléatoire réelle est une fonction de €2 dans R telle que pour tout intervalle J de R, I'image
réciproque X ~1(J) appartienne a F.
On rappelle que X 1(J) ={w e Q: X(w) € J}.

Remarque 1.13 : Pourquoi cette définition de variable aléatoire ?

Supposer qu'un événement appartient a la tribu F assure de pouvoir calculer sa probabilité. Lorsque X prend
ses valeurs dans un ensemble non dénombrable (comme R), il n’est pas intéressant de se restreindre a des
événements du type "X prend la valeur z" comme dans le cas discret, car ces événements sont de probabilité
nulle (cf Remarque ! Pouvoir calculer la probabilité de n’importe quel intervalle est plus pertinent car les
intervalles engendrent une famille trés riche de sous-ensembles de R : la tribu borélienne.

Proposition 1.14 : Admis

Soient X,Y deux variables aléatoires définies sur un méme espace de probabilité et A € R. Alors X + Y, A\ X,
XY, max(X,Y), min(X,Y) sont des variables aléatoires. Si de plus, g est une fonction continue par morceaux
de R dans R alors g o X définit aussi une variable aléatoire.

8 Université de Rennes 1
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Remarque 1.15 : Abus de notations

Dans la suite, on écrira souvent des quantités comme P(X = z), P(X < z), P(X € J) (ou J est un intervalle)...

Il s’agit d’abus de notations. Par exemple,
P(XecJ):=PlweQ: Xw)eJ})=PX ).

De méme, la variable aléatoire g(X) est une notation pour Papplication composée g o X.

Ezemple : (Somme aléatoire de variables aléatoires discrétes)
N

Soient (X, ), une suite de v.a. et N une v.a. toutes a valeurs dans N. Montrer que Sy := Z X, définit une variable
k=0
aléatoire discreéte.

1.4.2 Loi de probabilité d’une variable aléatoire

N.B. La loi de probabilité d’une variable aléatoire X est une mesure de probabilité Px sur 'ensemble Q' := X (Q) C
R.

Définition 1.16 : Loi d’une variable aléatoire discrete

Soit X une variable aléatoire discréte a valeurs dans X (Q) = {z; : i € I} avec I fini ou dénombrable.
La loi de X est la fonction Py : X(2) — [0, 1] définie par

Remarque 1.17

Comme P est une probabilité, on a

S P(X =) =1.

iel
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Définition 1.18 : Densité de probabilité

On dit qu'une fonction f : R — R est une densité de probabilité si
» f>0et f est intégrable sur R;

>/}R Ft)dt = 1.

Définition 1.19 : Loi d’une variable aléatoire a densité

On dit que X posséde une loi de densité fx si pour tout intervalle J de R,

Px(J) =P(X € J) = /fo(t)dt.

Remarque 1.20

Une variable aléatoire a densité est dite sans atome, ie que les événements du type ” X = zy” pour tout zg € R
sont de mesure nulle :

Zo
P(X =x9) = / fx()dt =0.
xo
En particulier, pour une variable aléatoire X & densité, on a :

P(X € [a,b]) = P(X €la,b]) = P(X €]a,b]) = P(X € [a,b]).

Remarque 1.21 : Hors-programme

Il existe des variables aléatoires qui ne sont ni a densité, ni discréte.

Ezemples : (Lois de probabilité)
a) Loi binomiale B(n,p) avec n € N, p € [0, 1]

b) Loi exponentielle £(A) avec A >0

10 Université de Rennes 1
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1.4.3 Fonction de répartition

Définition 1.22 : Fonction de répartition

La fonction de répartition de la variable aléatoire X est définie par

Fx(z) =P(X <z) VzeR.

Proposition 1.23 : Propriétés de la fonction de répartition

Si F' est une fonction de répartition alors
1. F' est croissante;
2. F est continue a droite et admet une limite & gauche;
3. lim F(z)=1;
xr——+00
4. lim F(x)=0.
Tr—r—00
5. P(a< X <b)=F(b) — lim F(x) pour tout a,b € R.
Tr—a~—

Réciproquement, toute fonction définie sur R qui satisfait les propriétés 1 a 4 est la fonction de répartition d’une
variable aléatoire.

Remarque 1.24 : Atomes d’une loi.

En un point de discontinuité x, la hauteur du saut de discontinuité est égale a la probabilité que la variable
aléatoire prenne la valeur z. Plus formellement, on dit que les points de discontinuité de la fonction de répartition
sont les atomes de la loi.

Remarque 1.25 : Hors-programme - La fonction de répartition caractérise la loi

La loi d’une variable aléatoire est entiérement déterminée par sa fonction de répartition.

Allure des fonctions de répartition d’une variable aléatoire discréte et continue :
a) Cas o X est discréte b) Cas out X est a densité

11 Université de Rennes 1
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1.4.4 Grandeurs associées aux variables aléatoires

V.A. DISCRETE

V.A. A DENSITE

Fonction de répartition

iclx; <z
Rq : La fonction de répartition d’une
va discréte est constante par morceaux.

Fx(z) = / e

Rq : La fonction de répartition d’une

va & densité est continue et dérivable

(de dérivée fx en tout point z ou fx
est continue).

Si X posséde un moment d’ordre 2, on
définit la variance de X par

Var(X) := E((X — E(X))?).

Prop : Var(X) = E(X?) — E(X)2.

Espérance
Si Z |2:[P(X = 2;) converge alors X Si la fonction définie sur R par
i€l o
posséde une espérance finie définie par | £ |z|fx (x) est intégrable sur R alors
X posséde une espérance définie par
E(X)=> zP(X = ).
icl E(X) = / zfx(x)dx.
R
Moments
Pour o € N*. si Z |z:|*P(X = ;) cv Si la fonction définie sur R par
’ i x> |2|F fx () est intégrable sur R
alors X posséde un moment d’ordre . alors X posséde un moment d’ordre k
défini par / 2F fx (x)dz.
R
Variance

idem.

Lemme de transfert

Soit g : R — R une fonction continue

par morceaux. ¢g(X) admet une espé-

rance ssi la série Zg(xi)]P’(X =x;) cv
il

absolument. Dans ce cas,

E(9(X) = 3 g(a)B(X = ;).

i€l

Soit g : R — R une fonction continue
par morceaux. ¢g(X) admet une espé-
rance ssi & — g(x)fx(x) est intégrable
sur R. Dans ce cas,

Ewﬂﬂ=/ﬁ@humn

R

Autres

Fonction génératrice : Soit X une va
telle que X (£2) C N. La fonction géné-
ratrice des moments (qui caractérise la
loi de X)) est définie pour tout s € [0, 1]
par :

Gx(s) :=E(s¥) = ZskP(X =k).
k

Prop : X posséde une espérance ssi Gx
est dérivable en 1. On a :

Fonction caractéristique :
Hors programme.

12
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Remarque 1.26 : Attention !

» Si X et Y possédent une espérance alors X +Y et AX ont une espérance pour tout A € R. De plus, on a
E(X+Y)=EX)+E(Y) et EQAX) = AE(X).

» Contrairement a ’espérance, la variance n’est pas linéaire :
Var(X +Y) # Var(X) + Var(Y) et Var(AX) # AVar(X).
On a par contre, pour tout A\, Ay € R,
Var(A1 X + Ag) = A\fVar(X).

» Inégalité de Jensen : Soit ¢ une fonction convexe. Alors ¢(E(X)) < E(p(X)).

Ezemples : (Calculs d’espérance)
a) Espérance de la loi géométrique

b) La loi de Cauchy n’admet pas d’espérance

c) Espérance d’une indicatrice

Méthode 1.27 : Trouver la loi d’une variable aléatoire

1. Identifier X () afin de savoir si X est discréte ou a densité.
2. Si X est discréte, on peut chercher a calculer P(X = z;) pour tout ¢ € I.

3. Si X est a densité, on peut utiliser le lemme de transfert et calculer E(f(X)) ot f est une fonction continue
par morceaux pour trouver la loi de la variable aléatoire.

4. Dans tous les cas, comme la fonction de répartition caractérise la loi, on peut aussi calculer la fonction de
répartition de X.

—1
Ezemple : Calculer la loi de X := - In(U) oa U ~ U([0,1]).
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1.4.5 Inégalité de Markov et de Bienaymé-Tchebychev

Proposition 1.28 : Inégalité de Markov

Soit X une variable aléatoire positive admettant une espérance, et soit ¢ > 0, alors

Démonstration :

Remarque 1.29

L’inégalité de Markov quantifie la tendance naturelle d’une variable aléatoire positive & rester concentrée autour
de 0.

Théoréme 1.30 : Inégalité de Bienaymé-Tchebychev

Soit X une variable aléatoire admettant une variance. Alors, pour tout € > 0, on a

P(X ~E(X)| 2 ¢) < X

Démonstration :

Remarque 1.31

L’interprétation de cette inégalité est la suivante : si une variable aléatoire admet une variance, alors elle ne
peut pas "trop" s’écarter de sa moyenne.
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2 Vecteur aléatoire

Définition 2.1 : Vecteur aléatoire

Un vecteur aléatoire est une application de 2 dans R? dont chacune des composantes est une variable aléatoire

réelle.

VECTEUR ALEATOIRE
DISCRET

VECTEUR ALEATOIRE A
DENSITE

Définition

Vecteur aléatoire dont chacune des
composantes est une variable
aléatoire discréte.

Une fonction de RP dans RT est une
densité sur RP si elle est intégrable
sur RP d’intégrale égale a 1.

Loi d’un vecteur aléatoire

C’est la fonction
P:X1(Q) X ... x X, (Q) = R telle que

P(]}l, ceny xn):IP’(Xl =1, .-

W Xn =xp).

Un vecteur aléatoire posseéde la loi de
densité f si pour tous intervalles
I, ... I,

P(X1 € L) N...N (X, € I,)) =

// f(x1, .., zp)day...dx,,.
nLoJr

p

Covariance

La covariance de X et Y, si elle
existe, est définie par

cov(X,Y) = E(X-E(X))(Y-E(Y)))

Prop :cov(X,Y)=E(XY)-E(X)E(Y).

Rq : Var(X +Y) =Var(X)+Var(Y) +
2cov(X,Y).

idem.

Coefficient de corrélation

Lorsque X et Y ont des variances non

nulles, le coeff. de corrélation est
cov(X,Y)

/Var(X)Var(Y)

défini par pxy =

idem.

Remarque 2.2 : Interprétation de la covariance et du coefficient de corrélation.

» On peut interpréter la covariance comme la mesure du défaut d’égalité entre E(XY) et E(X)E(Y).
» Un coefficient de corrélation est compris entre —1 et 1. Un coefficient égal & +1 indique que X et Y sont
presque strement affinement liées : il existe des scalaires a et b et une partie N C €2 négligeable telle que

Ywe Q\N, X(w)=aY(w)+0.
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Remarque 2.3 : Vocabulaire (loi marginale)

La premiére marginale du couple (X, Y") est la loi de X, la seconde marginale est celle de Y. Les lois de probabilité
de X et Y sont appelées lois marginales du vecteur (X,Y).

Ezxemple : (Lois marginales d’un couple de variables aléatoires (X,Y))
a) Cas ou X et Y sont discrétes :

b) Si le couple (X,Y) est a densité alors X et Y sont & densité et on a

Contre-exemple (Si X et Y admettent une densité, le couple (X,Y) n‘admet pas forcément de densité) :
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3 Indépendance

3.1 Indépendance d’événements

Définition 3.1 : Indépendance d’un ensemble fini d’événements

Soient Ay, ..., A,, m événements.

1. Ay, ..., A, sont mutuellement indépendants si pour toute famille finie I de {1,...,m}, on a :
P <ﬂ Ai> = HIP’(Ai).
il i€l
2. Ay, ..., Ay, sont deux a deux indépendants si, pour tous 4,5 € {1,...,m}, on a :

P(A; N A;) = P(A;)P(A)).

Remarque 3.2 : Attention !

Les notions d’événements mutuellement indépendants et d’événements deux a deux indépendants ne sont pas
équivalentes.

3.2 Indépendance de variables aléatoires

V.A. DISCRETE V.A. A DENSITE
Définition | Xi,..., X,, sont indépendantes si pour tout | Xi,..., X,, sont indépendantes si pour tous
(1,..., ), les événements (X, = ;) sont in- | intervalles Iy, ..., I,, les événements (X; € I;)
dépendants. sont indépendants.

Proposition | Si X, ..., X, sont & valeurs dans N et indépen- | Si Xi,...,X,, sont des variables aléatoires a
dantes alors la somme S, = X; + ... + X, a | densité, elles sont indépendantes ssi la fonction

pour fonction génératrice définie par
Gs,(t) = [ Gx.(®)- f@y,mn) = ] fx.(2n)
k=1 k=1

est la densité du vecteur (Xy, ..., X,,).

Proposition 3.3 : Lemme des coalitions

Si X1, ..., X, sont des variables aléatoires indépendantes et si @1, ..., @, sont des fonctions de R dans R, alors les
variables aléatoires ¢1(X1), ..., pn(X,) sont indépendantes.

Proposition 3.4 : Quelques conséquences de l’indépendance

Soient X,Y deux variables aléatoires indépendantes (discrétes ou a densité). Si les quantités suivantes existent,
ona:

1. E(XY) =E(X)E(Y) (attention ! Réciproque fausse...);
2. Var(X 4+Y) =Var(X)+Var(Y) (attention ! Réciproque fausse...);
3. cov(X,Y) = 0 (attention ! Réciproque fausse...).

Contre-exemple :
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Théoréme 3.5 : Caractérisation de l'indépendance (Hors-programme)

X1, ..., X, sont des v.a. indépendantes ssi pour toutes fonctions ¢1, ..., o, : R — R continues, on a (sous réserve

que les espérances aient un sens),
E ]I %‘(Xz')] = [ Bles(X)].
=1 =1

3.3 Somme de variables aléatoires indépendantes
3.3.1 Cas des variables aléatoires discrétes

Pour calculer la somme de deux variables aléatoires discrétes indépendantes, on peut utiliser la formule des proba-
bilités totales puis la définition de I'indépendance pour des v.a. discrétes.

Ezemple : (Somme de deux v.a. discrétes indépendantes)
Soient X et Y deux v.a. indépendantes suivant une loi géométrique de parameétre p. Déterminer la loi de X + Y.

3.3.2 Cas des variables aléatoires a densité (Hors programme)
Théoréme 3.6

Soient X et Y deux v.a. réelles indépendantes. On suppose que X et Y admettent des densités fx et fy.
Alors la v.a. X 4+ Y est a densité et

VzeR, fxiv(z)= /fo(:c)fy(z —z)dx.

Démonstration :
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4 Lois de probabilités classiques

4.1 Lois discrétes
Loi uniforme (équiprobabilité) U({1,...,n})

1
Cette loi modélise une expérience a n issues possibles, chacune ayant la méme probabilité —. Par exemple, X suit

n
une loi uniforme si elle représente la valeur obtenue par un lancer de dé équilibré, la valeur d’une carte tirée dans
un jeu usuel (et non truqué!)...

1 1 21
Vke {10 nh X =) = —, E[X]:”;r Var(x) ="

Loi de Bernoulli B(p)

Cette loi modélise une expérience a deux issues possibles (succés et échec), dont la probabilité de succés vaut p.
Par exemple, X suit cette loi si elle représente le résultat d’un jeu du Pile ou Face ou 'on n’a pas nécessairement
la méme chance de tomber sur 'un ou I'autre des cotés.

PX=1)=petP(X=0)=1-p, E[X]=p, Var(X) = p(1 —p).

Loi binomiale B(n,p)

Cette loi modélise le nombre de succes obtenus au cours de n expériences indépendantes, chacune ayant une proba-
bilité p de succés. Par exemple, X suit cette loi si elle représente le nombre de pile obtenus sur n lancers avec une
piéce qui a une probabilité p de tomber sur pile.

Vke€{0,....,n}, P(X =k) = <Z)pk(1 —p)" 7k E[X] = np, Var(X) = np(1 — p).

Loi géométrique G(p)

Cette loi modélise le rang du premier succés dans une suite d’expériences indépendantes, chacune ayant une proba-
bilité p de succés. Par exemple, X suit cette loi si elle représente la premiére fois qu’on obtient pile dans une suite
de Pile ou Face indépendants avec probabilité p de tomber sur pile.

1-p
p?

VkeN", P(X =k)= (1 -p)*'p, E[X] = %, Var(X) =

Loi de Poisson P())
Elle modélise de maniére relativement satisfaisante le nombre X de clients dans certains types de file d’attente. Elle
sert aussi & modéliser les occurrences d’événements peu probables. Le paramétre A est strictement positif.

_ N

k€N, P(X = k) = 75 E[X] =, Var(X) =\

4.2 Lois a densité

Loi uniforme U([a, b])
Cette loi modélise des phénomeénes dont les valeurs sont uniformément réparties sur un intervalle [a, b] (avec ou sans
les bornes), tel que —oo < a < b < +00.

1 T—a a+b (b—a)?

fx(x) = ml[“’b] (JE), Fx(x) = b a]l[a’b] (33) —+ 1]b,+oo[($)7 E[X] = 5 Var(X) = 12

Loi exponentielle £(\)
Cette loi modélise généralement des temps d’attente ou des durées de vie. Le parameétre A\ est strictement positif.

fx(@) = A g (2), Fx(2) = (1 — ) 1g, (2), E[X] = % Var(X) = %
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Loi normale N (m,o?)
Cette loi apparait notamment dans le cadre du théoréme central limite : elle permet donc parfois d’approcher le
comportement d’une grande somme de variables aléatoires indépendantes et identiquement distribuées.

1 (x —m)? B B
fx(x) = Wexp <_W> , E[X] = m, Var(X) = o>

Remarque 4.1 : Quelques propriétés de la loi normale

1. Loi normale centrée réduite N(0,1)
> Densité d’une loi normale centrée réduite :

Ve e R, f(z) =

Rq : f est paire et admet un maximum en 0 égal a Vo

> Conséquences :
(a) Ve €R, Fx(xz)=1— Fx(—x);
(b) Vz >0, P(|X| < z) =2Fx(z) — 1.

En effet,

2. Centrer - Réduire
A partir d’une loi normale quelconque, on peut se ramener & une loi centrée réduite.

En effet,
Y—-m

Y ~ N(m,0?) ssi ~N(0,1).

g

3. Somme de lois normales indépendantes
Si Y ~ N(my,0%) et Yo ~ N(ma,03) sont deux v.a. indépendantes alors Y, + Yo ~ N (my + ma,0? + 03)

(cf Théoréme [3.6)).

Idée de preuve :
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5 Théorémes limites

5.1 Modes de convergence des variables aléatoires

Définition 5.1 : Convergence presque sire - en probabilité - en loi

1. On dit qu’une suite (X,,),, de variables aléatoires définies sur le méme espace probabilisé (2, F,P) converge
presque siirement vers X également définie sur (Q, F,P) si

P({w € Q; HEIEan(w) =X(w)}) =1.

Notation : X,, = X p.s.

2. On dit qu’une suite (X,,),, de variables aléatoires définies sur le méme espace probabilisé (2, F,P) converge
en probabilité vers X également définie sur (2, 7, ) si pour tout € > 0,

nli}r}rlocIP’({w € | Xp(w) — X(w)| >e}) =0.

Notation : X, E) X.
3. Convergence en loi
» Une premiére définition
Soit (X, ), une suite de variables aléatoires et soit X une variable aléatoire. On dit que (X,,), converge
en loi vers X si, en notant F), la fonction de répartition de X,, et F' celle de X, en tout point ot F est

continue, on a :
lim F,(x) = F(x).

n—oo

» Une deuxiéme définition

Soit (X, ), une suite de variables aléatoires et soit X une variable aléatoire. On suppose que X et les X,
sont toutes a valeurs dans le méme espace E = R?. On dit que (X,,), converge en loi vers X si, pour toute
fonction f: E — R continue et bornée, on a

lim E(f(X,)) = E(f(X)).

n—o0

Notation : X, £> X.

Remarque 5.2 : Convergence en loi vers une constante
Dire que la suite (X,,),, converge en loi vers ¢ € R a bien un sens : d’aprés la définition de la convergence en loi,

cela revient & dire que

lim F,(z)= F(x),

n—-+4oo

otu, pour tout n € N*, F}, est la fonction de répartition de X,, et F' est définie, pour tout x € R par
F(z)=Plc<x)=1c<q.

Autrement dit, on peut dire que X,, converge en loi vers X ou X est constante égale a c. La loi d’une telle
variable aléatoire X est appelée loi de Dirac en ¢, c’est-a-dire que P(X =¢) = 1.

Remarque 5.3 : Attention !

La convergence en loi n’implique aucune relation de "proximité" entre les variables aléatoires X,, et la variable
X. Pour étre rigoureux, on devrait dire, la loi de X,, converge vers la loi de X. La convergence en loi n’est
pas une convergence de variables aléatoires contrairement & la convergence presque stire ou en probabilité;
contrairement & ces autres modes de convergence, les énoncés suivants ne sont pas équivalents :

X, 5X et X,—X50.
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V.A. DISCRETE V.A. A DENSITE

Propriétés de la cv en loi

c

Xn — X Lemme de Scheffé :

On note f, et f les fonctions de
densité des X,, et de X.

Si f, — f presque partout
pour tout z; € X () nree

. alors
ssi

L
vt e [0,1], Gx,(t) — Gx(b). Xy — X.

n—oo

Proposition 5.4 : Convergence et image de variables aléatoires

Soit g : R — R une fonction continue.

1. Si X, WS X p.s. alors g(X,,) e 9(X) p.s.

2. Idem pour les convergences en probabilité et en loi.

Théoréme 5.5 : Lien entre les modes de convergence - Admis

Convergence presque siir = Convergence en probabilité = Convergence en loi.

5.2 Approximations de lois

Théoréme 5.6 : Approximation de la loi de Poisson par la loi binomiale

Soit (pn)n>1 une suite de réels de |0, 1] telle que np, —> X > 0. Soit X,, des variables aléatoires indépendantes
- n—oo

)\k

de loi B(n, p,). Alors X, £ X on X ~ P()), ie pour tout k € N, P(X,, = k) — e~

n—00 k-

Une conséquence de ce théoréme est l’approximation suivante :

"Corollaire" 5.7 : Approximation de la loi binomiale par la loi de Poisson

On peut approcher la loi binomiale B(n, p) par la loi de Poisson P(np) lorsque n est assez grand et p prend des
petites valeurs (si n > 20 et p < 0,05 ou bien si n > 100 et np < 10).

Une autre approximation de la loi binomiale peut étre faite avec des lois normales.

Théoréme 5.8 : Théoreme de Moivre-Laplace

Soit p €]0,1[ et soit (X,) une suite de variables aléatoires suivant une loi binomiale B(n,p). Alors la variable

aléatoire
X, —np

np(l —p)

n =

converge en loi vers une variable aléatoire de loi normale N (0, 1).
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Le théoréme de Moivre-Laplace est un cas particulier du théoréme central limite (donné dans le prochain
paragraphe).
Une conséquence de ce théoréme est 'approximation suivante :

"Corollaire" 5.9 : Approximation de la loi binomiale par la loi normale

On peut approcher la loi binomiale B(n, p) par la loi normale N (np, np(1—p)) lorsque n est assez grand (n > 30)
et p pas trop proche de 0 ou 1 (np > 5 et n(1l — p) > 5).

5.3 Théorémes limites

Rappels : On a :

limsup A, := ﬂ U Ay,

n—r+oo n>0k>n

c’est-a-dire :
w € limsup A, < Vn > 0,3k > n tel que w € A,

n—-+o0o

Proposition 5.10 : Lemmes de Borel-Cantelli

Soit (Ap)nen une suite d’événements.
1. Silasérie Y P(A,) converge alors P(limsup 4,,) = 0, ie presque stirement, seul un nombre fini d’événements
n—-+oo

A,, se réalisent.

2. Supposons que les événements A, soient deux a deux indépendants. Si la série Y P(A,,) diverge alors

P(limsup A,) = 1 ie, presque stirement, une infinité d’événements A,, se réalisent.
n—-+oo

Remarque 5.11

Les lemmes de Borel-Cantelli donnent un critére univoque pour la réalisation d’une infinité d’événements A,,.

Ezemple : (Pile ou Face)
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Proposition 5.12 : Loi faible des grands nombres

Soit (X,,), une suite de variables aléatoires indépendantes, de méme espérance m et de méme variance o2.

Alors la suite de variables aléatoires de terme général

X1+ ...+ X,
y o Xt X
n

converge en probabilité vers (la variable aléatoire constante égale a) m :

Ve >0, lim P(|Y, —m|>¢)=0.
n—-+oo

Démonstration :

Théoréme 5.13 : Loi forte des grands nombres - Admis

Soit X une variable aléatoire. Soit (X,,), une suite de variables aléatoires indépendantes, admettant une espé-
rance et de méme loi que X. Soit m un réel. Alors la suite de variables aléatoires de terme général

X4t X,
B n

Y,

converge presque stirement vers m ssi X est intégrable et E(X) = m.

Théoréme 5.14 : Théoréeme central limite

Soit (X,), une suite de variables aléatoires indépendantes, de méme loi, et admettant une variance o2 > 0.
Notons m = E(X;) leur espérance. Posons enfin, S,, = X; + ... + X,,. Alors

vn (i —m) £5 N(0,02).

Remarque 5.15

La loi des grands nombres décrit ’évolution moyenne d’une expérience répétée une infinité de fois. En pratique,
on ne peut pas réitérer une infinité de fois une expérience. La question naturelle qui se pose est alors de
quantifier la vitesse de cette convergence. Le théoréme central limite répond a cette question. Plus précisément,
il quantifie le comportement, qui est alors gaussien, des fluctuations de la moyenne pour des v.a. indépendantes
et identiquement distribuées.
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5.4 Intégration numeérique : méthode de Monte-Carlo

Soit ¢ : [a;b] — R une fonction définie sur un segment, intégrable. L’objectif est d’évaluer numériquement 'intégrale

1= f; p(z)dz. Il existe plusieurs méthodes déterministes (par exemple la méthode des rectangles, les méthodes de
quadratures...). Nous allons présenter ici une méthode probabiliste basée sur la loi des grands nombres.

Si X, est une variable aléatoire uniforme sur [a;b], alors, par le théoréme de transfert, ¢(X;) admet une espé-

rance et
b b
Ble(x) = [ e)f@)ds = [ )iz,

car la densité f de X; est constante et égale a 1/(b — a) sur [a;b], nulle en dehors. On obtient alors :

b
/ p(x)de = (b a)E(p(X1)).

Considérons a présent (X,,), une suite de variables aléatoires indépendantes et uniformément distribuées sur [a; b].
D’aprés la loi forte des grands nombres,

lim =3 p(X)) = E(p(X1)) ps.
k

On a donc presque surement

b —a
/ p(@)de = (b — E((X1) = Tim 2= 3" ().
a k=1

n—+oo nN

Autrement dit, la loi des grands nombres permet d’obtenir une estimation de E(¢(X71)) par Pévaluation d’une
moyenne empirique. Lorsque n est assez grand, on a en pratique

n

Blp(X1) ~ = 3 p(X)

k=1

et donc

n

@)z~ "3 o(X).
/

n
k=1

Remarque 5.16 : Effet de la dimension

La vitesse de convergence de cette méthode peut étre donnée par le théoréme central limite. Le point remar-
quable dans cette méthode est la vitesse de convergence en 1/4/n quelque soit la dimension dans laquelle on
travaille ! Si cette méthode n’est pas trés rapide en faible dimension (la méthode des rectangles pour l'intégrale
I précédente est plus performante car sa vitesse de convergence est en 1/n !), elle devient intéressante en
dimension supérieure (plus grande que 4).
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6 Exercices

Exercice 1 : Modéliser une expérience

Deux individus A et B jouent au jeu suivant.

Le joueur A dispose de trois boites et met une piéce de monnaie dans I'une des boites. Le joueur B n’ayant pas vu
cette opération essaie de deviner oul se trouve la piéce en proposant & A I'une des boites.

Le joueur A indique alors a B 'une des deux boites que B n’a pas choisies et ol il est siir que la piéce ne se trouve pas.

B doit-il maintenir son premier choix ou se reporter sur 'autre boite 7
Apreés avoir défini un espace probabilisé qui décrit cette expérience, répondre & la question.

Exercice 2 : Variable aléatoire discréte sans mémoire et loi géométrique

1. Si X suit une loi géométrique, montrer que X est sans mémoire ie :
VEJ1eN P(X >k+1]| X >k)=PX >1).

2. Si X est a valeurs entiéres strictement positives telles que pour tout k € N*, P(X = k) > 0 et telle que pour
tout k,l e N*, P(X > k+1| X > k) =P(X > 1), montrer que X suit une loi géométrique.

Exercice 3 : Variable aléatoire a densité sans mémoire et loi exponentielle

Soit X une variable a densité, a valeurs positives, et telle que pour tout z > 0, P(X > x) > 0. Montrer que la loi
de X est une variable sans mémoire ssi X suit une loi exponentielle.

Si X modélise la durée de vie d’un individu (et suit une loi exponentielle), comment interprétez-vous le fait que X
soit sans mémoire 7

Exercice 4 : Théoréme de Weierstrass par les polynéomes de Bernstein

Soit f : [0,1] — R une fonction continue. L’objectif de cet exercice est de montrer le théoréme d’approximation de
Weierstrass : il existe une suite (B,,), de polyndémes qui converge uniformément vers f.

Pour tout n € N*, on définit le n-iéme polynéme de Bernstein de f :

Bo(X) = i (Z) Xk — X))k (i) .

k=1
Soit x € [0,1]. On considére (X,,),, une suite de variables aléatoires indépendantes et identiquement distribuées de

loi de Bernoulli de paramétre z. On note S,, = Z X
k=1

1. Calculer l'espérance de f (S,,/n).
2. En déduire une majoration uniforme de |f(z) — B, (z)|.

3. Conclure.

Exercice 5 : Caractérisation de l’existence d’un moment d’ordre 1 pour une v.a. discréte
Soit X une v.a. a valeurs dans N. Montrer que X admet une espérance finie ssi Y P(X > n) converge.

Exercice 6 : Quelques calculs autour de la loi de Poisson
Soit X une v.a de loi de Poisson de paramétre A > 0.

1. Trouver la loi de
X/2 si X est pair
Y=4(1-X)

2

2. Calculer les moments factoriels pour tout n > 0,

si X est impair.

My = E[X(X — 1)..(X —n+1)].
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Exercice 7 : Quelques calculs autour de lois continues
1. Soit X une v.a. de loi exponentielle de parameétre 8 > 0. Déterminer la loi de Y = v/ X.
2. Soit X une variable aléatoire de loi uniforme sur [0, 1].
(a) Déterminer la loi et 'espérance de Y = min(X,1 — X), ainsi que Z = max(X,1 — X).
(b) Calculer, si elles existent, les espérances de Y/Z et de Z/Y.

Exercice 8 : Couple de variables aléatoires discrétes
Soient X,Y deux v.a. a valeurs dans N. On suppose que la loi conjointe de X et Y est donnée par P(X = j,Y =

a
k)= S pour tout j,k € N et avec a € R.
jlk!

1. Déterminer a.
2. Calculer la loi marginale de X.
3. X et Y sont-elles indépendantes ?

Exercice 9 : Couple de variables aléatoires a densité
Soient X et Y deux variables aléatoires indépendantes de lois exponentielles de paramétre respectif A > 0 et p > 0.
Calculer

P(X >Y).

Exercice 10 : Identité de Wald
Soit (X, )n>1 une suite de variables aléatoires discrétes, identiquement distribuées, et N une variable aléatoire a
valeurs entiéres positives. On suppose que N et les X} sont mutuellement indépendantes et qu’elles admettent une

espérance. On pose
N
SN = Z Xk,
k=1

ou si N(w) =0 alors Sy(w) = 0. Montrer que E(Sy) = E(N)E(X7).

Exercice 11 : Truquer des dés
On lance deux dés a 6 faces. On note S la variable aléatoire égale a la somme des deux faces. On va montrer qu’il
n’est pas possible de truquer les deux dés (pas nécessairement de la méme fagon) de telle sorte que S suive une loi
uniforme sur {2, 3, ..., 12}.
1. Soit S une v.a. uniforme sur {2, 3, ...,12}. Calculer la fonction génératrice Gg de S. Puis montrer qu’il existe
un polynéme R de degré 10 et sans racine réelle telle que Gg(z) = 22 R(z) pour tout z € [0, 1].
2. En raisonnant par I’absurde, conclure.

Exercice 12 : Somme de variables aléatoires indépendantes
Soit X et Y deux v.a. indépendantes suivant une loi de Poisson de paramétres respectifs A > 0 et p > 0. Quelle est
loide X +Y7?

Exercice 13 : Lemmes de Borel-Cantelli et convergence presque sir
Soit (Xy,)n une suite de variables aléatoires telle que pour tout € > 0, la série ) - P(|X,| > €) converge. Montrer
que la suite (X, ), converge p.s. vers 0. La réciproque est-elle vraie ?

Exercice 14 : Convergence en loi

Soit (X,,)n>1 une suite de v.a. indépendantes, de méme loi uniforme #([0,1]). On note M, := max(X7,...,X,) et
Y, := n(1—M,) pour tout n > 1. Calculer la fonction de répartition de Y;, et montrer que la suite (Y;,),,>1 converge
en loi vers une loi a préciser.
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Deuxiéme partie

Statistiques : Estimateur et intervalle de confiance

1 Modéle statistique paramétrique et estimation ponctuelle

La démarche statistique est la suivante : on dispose de n réels z1, ..., x, qui sont des valeurs observées de variables
aléatoires X1, ..., X,,, de lois inconnues. En se basant sur ces observations, on veut "trouver" leurs lois de probabilité
ou un parameétre qui intervient dans leurs lois de probabilité.

Définition 1.1 : Modéle statistique paramétrique

Un modéle statistique pour n observations est un triplet (x", .4, P) ou
1. x est 'espace des résultats ou des observations;
2. A est une tribu sur x";
3. P est une famille de lois de probabilités sur I'espace x™ muni de la tribu .A.

On parle de modéle statistique paramétrique lorsque P est paramétré par un ensemble © (appelé espace des
parameétres) inclus dans un espace vectoriel de dimension finie :

P = {Pp; 6 € © C RP}.

Remarque 1.2 : Observations indépendantes

Si on dispose de n observations indépendantes, alors la famille P a la forme P = {P®" P € Q}, ot Q est une
famille de lois sur Y.
Si de plus, le modéle est paramétrique, alors la famille P aura la forme P = {IP’(;@”; 0 € © C RP}.

Un cas important, que nous rencontrons fréquemment, est celui ou les observations (z1,...,2,) sont issues de n
répétitions indépendantes d’'une méme expérience. Les variables aléatoires X1, ..., X,, dont elles proviennent forment
ce qu’on appelle un n-échantillon.

Définition 1.3 : n-échantillon

On appelle n-échantillon un n-uplet (X7, ..., X,,) de variables aléatoires indépendantes et identiquement dis-
tribuées dont on observe une réalisation.

Dans la plupart des cas, en plus du fait que les observations soient indépendantes, le modéle est paramétrique.
Autrement dit, & partir des observations (x1,...,x,) issues d’une réalisation d’un n-échantillon (Xi,...,X,,) de
variables aléatoires (indépendantes, de méme loi et) a valeurs dans y, on cherche a estimer la valeur de § € © et
donc la loi Py € P qui s’ajuste le mieux aux observations. De maniére plus générale, on peut aussi chercher & estimer
une fonction g(#) du paramétre 0 € ©.

Remarque 1.4 : Identifiabilité

Si 6; et 69 sont deux parameétres de © tels que Py, = Py,, on ne peut pas distinguer 6; et 3 au vu du résultat
de I'expérience uniquement. Pour éviter cela, on suppose que le modéle statistique est identifiable, ie que
Iapplication 6 — Py est injective.
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Exemple 1.5

Une urne contient des boules rouges en proportion p et des boules noires en proportion 1 — p. On tire n boules
avec remise. Les observations sont ici les tirages de boules dans I'urne. On note :

X, — { 1 sila boule tirée au ™ tirage est rouge
K3

0 sinon.

Le paramétre qui nous intéresse est p. Le modéle statistique de cette expérience est donc :

({0, 13", P({0,1}"), {Ber(p)®", p € [0,1]})

2 Notion d’estimateur

Définition 2.1 : Estimateur, Biais
1. Un estimateur 7}, de g(9) est une fonction de X7, ..., X,,, qui s’exprime indépendamment de 6.
2. Le biais de T}, est b(T},) := E(T},) — g(6).
3. Un estimateur est dit sans biais si son biais est nul.
4

. Un estimateur T, est dit asymptotiquement sans biais si lirf E(T,) = ¢(h).
n—-+00

Exemple 2.2

. X+ + X,
On reprend ’exemple ci-dessus. T, = At An
n

indépendance des X;) donc T,, est un estimateur sans biais de p.

est un estimateur de p. De plus, ]E(Tn) = p (par

Remarque 2.3

Le biais fait intervenir I'espérance de l’estimateur. Vouloir un estimateur sans biais, c’est demander, "qu’en
moyenne", Pestimateur soit égale & la quantité estimée. On veut cependant davantage : quand n tend vers
I'infini, on voudrait que T, "converge" vers g(6).

Définition 2.4 : Estimateur convergent

On dit que T}, est un estimateur convergent (ou consistant) de g(6) si T, N g(0) ie

P(|T, — g(6)| > e) — 0, Ve> 0.

- n—+oo

Si de plus, T, 2% g(#), alors on dit que T, est un estimateur fortement convergent (ou fortement
consistant).

Remarque 2.5

Pour prouver la convergence d’un estimateur, on pourra utiliser I'inégalité de Bienaymé-Tchebychev ou prouver
que T;, est fortement convergent.
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Définition 2.6 : Risque quadratique

Si 'estimateur 7}, admet un moment d’ordre 2, on appelle risque quadratique de T, la quantité

R(T,0) == E[(T, — g(0))°]-

Remarque 2.7

» Le risque quadratique quantifie les fluctuations que peut présenter un estimateur autour de sa valeur moyenne.
Plus le risque quadratique est petit, plus 'estimateur est "performant". Le risque quadratique est donc un
critére permettant de comparer deux estimateurs d’'un méme parameétre.

» On peut montrer que R R R
R(T,0) = Var(T,) + b(T;,)>.

Cette formule s’appelle la décomposition biais-variance.

Proposition 2.8

Si le risque quadratique d’un estimateur T, . tend vers 0 alors T, . est un estimateur convergent de g(6).

Preuve : C’est une conséquence de I'inégalité de Markov :

Exemple 2.9

On reprend l'exemple On cherche le risque quadratique de T,. On a vu que b(Tn) = 0. De plus,

. .. 1—
Var(Tn) — Var(Xl) + + Va‘r(X’n) — p( p). AinSi,

n? n

R(T,p) = 22,

De plus, R(T,, p) WS 0 donc T}, est convergent.

L’estimateur que nous avons utilisé dans cet exemple est en fait un estimateur bien connu appelé moyenne empirique.

Exemple 2.10 : Moyenne empirique

Soit X une variable aléatoire réelle de loi donnée, admettant une espérance m := E(X), qui est le paramétre
que 'on cherche a estimer. Soit un n-échantillon (X1, ..., X,,) de méme loi que X. Alors :

X4+ X,
o n

X, :
est un estimateur de m appelé moyenne empirique.
On en déduit facilement les résultats suivants :

» X, est un estimateur sans biais de m;
» X, est un estimateur fortement convergent de m (conséquence de la Loi forte des Grands Nombres).
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Exemple 2.11 : Variance empirique

Si cette fois le paramétre que ’on cherche & estimer n’est plus 'espérance de la loi commune du n-échantillon
(X1, ..., X,,) considéré mais sa variance o2, alors une estimation "naturelle" de ce paramétre o est le calcul de

la moyenne des écarts quadratiques a la moyenne observée :
=iy oo Ly xe) o x
n - n £ k n n £ k n -

Cet estimateur s’appelle la variance empirique. On a le résultat suivant :

E(V) = ""1s2 (9

n

L’estimateur V,, est donc biaisé mais asymptotiquement sans biais. De plus, il est convergent (3). On en déduit

que estimateur :
n

S, = 1 Z(Xk*Xin)za

n—1
k=1

appelé variance empirique corrigée, est un estimateur sans biais et convergent de la variance o2.

Preuve :
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3 Notion d’intervalle de confiance et exemple de construction d’un in-
tervalle de confiance

Définition 3.1 : Intervalle de confiance

Soit un nombre a € (0,1) et un n-échantillon X = (X, ..., X,,) dont la loi dépend d’un paramétre inconnu 6.
Un intervalle de confiance pour le paramétre 6 de niveau 1 — « (mais il faut comprendre "de probabilité
de confiance 1 — ") est un intervalle qui dépend de I’échantillon mais pas du paramétre inconnu 6 tel que la
probabilité que cet intervalle contienne 6 soit égale & 1 — .

Autrement dit, un intervalle de confiance au niveau 1 — « est un intervalle I, (X) telle que

Pyl e I,(X))=1-q.
On parle d’intervalle de confiance asymptotique de niveau 1 — «;, si
lim Pyp(0 € I,(X))=1—qu

n—-+oo

Remarque 3.2

» L’intervalle de confiance est aléatoire car il dépend de ’observation.

» Les notations ci-dessus sont des abus de langage : l'interprétation "6 a une probabilité 1 — « d’appar-
tenir & I, (X)" est fausse : le paramétre 6 est déterministe et I’aléa porte sur Uobservation X = (Xy,...,X,). Il

faudrait écrire :
IP@(ITL(X) & 0) =1-a,

et comprendre "la probabilité que U'intervalle aléatoire I,,(X) contienne 6 est égale & 1 — a".
Probléeme : Une piéce a une probabilité inconnue 6y €]0, 1] de tomber sur pile.

Observations : On note (x1,...,xy) les résultats de n lancers de piéce (en notant z; = 1 si le i-iéme lancer a
donné pile, 0 dans le cas contraire).

L’observation (1, ..., ) est une réalisation d’un n-uplet de variables aléatoires (X7, ..., X;,) & valeurs dans I’espace
{0, 1}

Les conditions de 'expérience apportent des informations sur ce n-uplet : les variables aléatoires X1, ..., X,, sont
indépendantes (car les lancers de piéce le sont) et sont de méme loi de Bernoulli de paramétre inconnu 6. Comme
on ne connait pas 6, la seule affirmation raisonnable est que (X1, ..., X,;) est un n-échantillon de variables aléatoires

de loi de Bernoulli Ber(#) pour un certain 6 €]0,1[.

Le modéle statistique de I’expérience est donc :

({0,1}*,P({0,1}"), {Ber(0), 6 €]0,1[}).

Objectif : Construire un intervalle de confiance de niveau 95 % pour le parameétre 6.

Données numériques de l’expérience : Sur n = 1000 lancers, on a obtenu 520 piles.

3.1 Intervalle de confiance non asymptotique avec I’inégalité de Bienaymé-Tchebychev

On dispose d’un n-échantillon (X7, ..., X,,) de variables aléatoires indépendantes et identiquement distribuées de loi
de Bernoulli Ber () et Pon souhaite estimer 6 €]0, 1].

On va commencer par construire un estimateur de 6. On sait que, si X ~ Ber(6), alors :

E(X) = 6.
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On en déduit que la moyenne empirique
X +..+ X,

n

X, =

est un estimateur (sans biais) de 6. Les X; ayant un moment d’ordre 2, d’aprés I'inégalité de Bienaymé-Tchebychev,

— 0(1—46 — X 6(1—0
Ve>0, P(|X,—0]>¢) < (72) car Var(X,,) = nVarg ) = ( )
ne n n
< IneZ T z(1 — z) admet sur [0, 1] un maximum en 1/2 valant 1/4.
n

On en déduit ainsi un intervalle de confiance de niveau 1 — « en considérant,

. 1 R 1
L=|X - — X, 4+—|.
L 2vna " T 2 ma

En effet,

Application numérique :
Pour les arrondis dans les applications numériques : il faut choisir Ithso C Lapproche car dans ce cas, on a
{‘9 € Ithéo} C {9 S Iapproché} et donc 1 —a < ]P)(e c Ithéo) < ]P)(e S Iapproché)-

Ici, on obtient :
6o € I; = [0.44;0.60]

avec un niveau de confiance au moins égal & 95 %. On parle ici d’intervalle de confiance par excés (car
Pp0el)>1—a)

3.2 Intervalle de confiance asymptotique avec le TCL

On suppose ici que n est grand, ie que l'on a réalisé un grand nombre d’observations (n > 30 en pratique).

D’aprés le TCL, on sait que

m(fn—@ -5 N(0,1),

avec
Var(X;) = 6(1 — 0).
3.2.1 Premiére approche : la variance est majorée.

On note F' la fonction de répartition d’une loi normale Z ~ N(0,1). Pour tout ¢ € R, le TCL (+la composition par
la fonction valeur absolue qui conserve la convergence en loi) fournit :

n —
. _ < <
Jim 1P>< /79(1 e | X, — 0] < q) =P(|Z| < q)

= F(q) — F(—q)
=2F(q) — 1.
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On choisit ¢ := ¢, € R de sorte que

«@
F(Qa) _P(Z < Q(x) = 4= 9
Remarque 3.3 : Quantile
» g, est appelé quantile d’ordre 1 — /2 de la loi N(0,1).
» Pour les applications numériques, si a = 5% alors g, = 1,96.
Comme 6 €]0,1[, on remarque que
Var(X;) =6(1—-0) <1/4. (1)

On a alors

n—-+4o0o
= ngg}mp (*Q(x < 2\/E(Xn -0) < Q(x)
. ~ da ~ Ao
=1 P n— <0< X,
n—>+oo ( o S AT 2\/5)
. ~ qa qa
= 1 Plo X, — ; Xp + ——=
n oo ( < [ SN 2\/ﬁD

On en déduit alors Iintervalle de confiance asymptotique par excés de niveau 1 — « pour 6 :

~ o <— G
L= %, - x, .
2 [ NG *%H

Application numérique :
On obtient avec un niveau asymptotique de niveau de 95 % :

0 € I, = [0.48;0.56).

Remarque : On a Iy C I; donc on privilégie I5, qui est un intervalle plus précis (car n est grand).

3.2.2 Seconde approche : avec le lemme de Slutsky (Hors programme).

La variance de X; est inconnue car elle dépend du paramétre §. On dispose néanmoins d’un estimateur de 6 : X,.
On en déduit donc un estimateur de Var(X7) : X,,(1 — X,,).

On utilise alors le lemme de Slutsky :

Lemme 3.4 : Lemme de Slutsky (hors-programme)

Si X, converge en loi vers une variable aléatoire X et Y, converge en loi vers une constante c¢ alors le couple
(Xn,Y,) converge en loi vers (X, c).

On en déduit alors (d’aprés la Proposition 5.3) que X,, +Y,, converge en loi vers X + ¢, que X,,Y,, converge en
loi vers cX...

Le lemme de Slutsky assure donc que

1 (X, —0) = N(0,1).
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On note toujours F la fonction de répartition d’une loi normale Z ~ A/(0,1). On a donc, pour ¢, le quantile d’ordre

1—a/2 de la loi N(0,1),

n —
n——4o0 ( Xn(l X,) | ‘ =4 ) (l | q )

=1-a.

On en déduit enfin l'intervalle de confiance asymptotique de niveau 1 — « pour 6 :
zgz[x_\/ X)X+ S0 -x }

Application numérique :
On obtient avec un niveau asymptotique de niveau de 95 % :

fo € [0.48;0.56].

Remarque : On aurait pu utiliser la variance empirique pour estimer la variance (au lieu de X,,(1 — X,,)) et utiliser

le Lemme de Slutsky.
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4 Intervalle de fluctuation (Hors programme)

4.1 Intervalle de confiance versus intervalle de fluctuations

Remarque 4.1 : Intervalle de confiance vs intervalle de fluctuation

Reprenons le premier exemple (I'intervalle I7) ci-dessus.

On a ) )
IP’(QE [Xn—Q\/m,Xn—l—%/@}):l—a.

De maniére équivalente, on peut aussi écrire que

. 1 1
]P’(Xne [9—2\/@,%2\/@})_1—@.

Dans cette exemple,

— 1 1
> [Xn — %, X, + W} est un intervalle de confiance : il est aléatoire
1 1
> [9 — Nk 0+ 2\/@] est un intervalle de fluctuation : il est déterministe, ie qu’il ne dépend pas de ’aléa w.

L’intervalle de fluctuation est un intervalle fixe dans lequel se trouve la moyenne empirique X, avec une
probabilité égale & 1 — a.. Cet intervalle a un intérét plus théorique puisqu’en général, on cherche & estimer 6.

Formalisons ce qui a été dit dans la remarque précédente.

On considére toujours un probléme de pile ou face. On suppose maintenant que le paramétre 6 est connu. Autrement
dit, la probabilité de succes € est connue. Comme précédemment, on répéte n fois 'expérience de fagon indépendante
et on se demande ou se situe la fréquence de succes en fonction du nombre de réalisations n.

Définition 4.2 : Intervalle de fluctuation

Soit X7, ..., X, des variables aléatoires indépendantes de loi de Bernoulli Ber(#) avec 6 connu. Un intervalle
de fluctuation de la fréquence de succés au niveau 1 — o est un intervalle déterministe I tel que

P(EEIf):l—O(.

La quantité a est I’erreur que I'on s’autorise et est appelée niveau de risque.

4.2 Construction d’un intervalle de fluctuation

4.2.1 Intervalle de fluctuation non asymptotique
n

Dans ce cadre théorique, on connait la loi de S, := Z X; : il s’agit de la loi Binomiale B(n, ) (6 étant connu!).
i=1

Pour trouver un intervalle de fluctuations Iy = [a;b] de la fréquence de succés, on détermine des réels a et b

tels que : o
Pla < X,, <b) =P(na < S, <nb) =P(S,, <nb) —P(S, <na)=1-a.

Les valeurs de a et b vont dépendre de 0, n et a. On peut utiliser un outil numérique pour déterminer ces réels.

Remarque 4.3

Il n’y a pas unicité des valeurs a et b satisfaisant les conditions de l'intervalle de fluctuation.
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4.2.2 Intervalle de fluctuation asymptotique

On suppose ici que n est grand.
D’aprés le TCL, on sait que
n

0(1—0)

Pour trouver un intervalle de fluctuation Iy = [a;b] de la fréquence de succés, on détermine des réels a et b tels que,
si Z ~N(0,1),

(X, — 6) = N(0,1).

, =0 ) , T .
—P(Z € [a;1])
=l-«

La encore, il n’y a pas unicité de a et b.

Par exemple, si on choisit a = —b alors,

n——+oo \/ﬁ \/ﬁ

On prend pour b la valeur du quantile d’ordre 1 — «/2 de la loi normale N(0,1).

lim P(@Mngngwwb) —2F(b) — 1.

4.3 Erreurs possibles dans la prise de décision

Les intervalles de fluctuation sont un outil pour la prise de décision. En effet, lorsqu’on ne connait pas la probabilité
de succés d’une épreuve de Bernoulli (ie la valeur de #), on peut émettre une hypothése sur sa valeur. On réalise
alors plusieurs réalisations de ’expérience et au vu de la valeur de la moyenne empirique, on considére la procédure
de décision suivante :

» si la moyenne empirique n’est pas dans I'intervalle de fluctuation, on rejette I’hypothese ;

» si la moyenne empirique est dans 'intervalle de fluctuation, on ne rejette pas l’hypothése.

Une telle procédure peut nous amener a faire deux erreurs possibles :
» Uerreur de premiére espéce : c’est rejeter ’hypothése alors qu’elle est vraie;
» Verreur de seconde espéce : c’est accepter I’hypothése alors qu’elle n’est pas vraie.

Remarque 4.4 : Niveau de risque et erreurs.
On a vu qu’un intervalle de fluctuation est construit avec un certain niveau de confiance 1 — « fixé a 'avance.

La quantité « correspond a la probabilité de rejeter a tord 'hypothése (ie Uerreur de premiére espéce).

Attention ! Si Perreur de premiére espéce est contrdlée par «, on ne contrdle, a priori, pas du tout ler-
reur de seconde espéce. Elle peut donc se produire avec une grande probabilité...

Remarque 4.5 : Abus de langage.

La procédure de décision permet de rejeter ou de ne pas rejeter I’hypothése. Attention, ne pas rejeter I’hypothése
ne signifie pas qu’elle est vraie !
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Exemple 4.6

On dispose d’une piéce pour jouer & pile ou face.
On note 0y la probabilité d’obtenir Pile.
On se demande si la piéce est équilibrée afin que le jeu ne soit pas truqué.

Hypothese : La piéce est équilibrée, ie g = 0.5.

On suppose désormais que la piéce est équilibrée, ie que 6y = 0.5. Le but est a& présent d’"accepter" ou
de "réfuter" cette hypotheése.

On réalise 1000 lancers de piéce et on obtient 520 piles. Nous allons construire un intervalle de fluctua-
tion asymptotique a l'aide du TCL de la forme Iy = [—a;a] (cf paragraphe précédent).

Application numérique :
En reprenant les notations précédentes, on a : o = 0.05; n = 1000; X,, = 0.52; 0 = 6y = 0.50 et b = 1,96. On
obtient :

Iy =[0.47;0.53].

X, € Iy donc notre hypothése n’est pas rejetée au niveau 95%.

Conclusion : Au vu des données, on ne peut pas affirmer que la piéce soit truquée (mais est-elle pour
autant parfaitement équilibrée ? Rien n’est moins sfr...)
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5 Exercices

Exercice 1 : Choiz d’un estimateur

Soit X une variable aléatoire uniforme sur 'intervalle [0, 2a].

On considére une suite X7, ..., X,, de n variables aléatoires indépendantes et de méme loi que X.
On pose X = 2(X; + ...+ X,,) et T = max(Xy, ..., X,,).

1. Déterminer E[X] et Var(X).
2. Montrer que X est un estimateur sans biais et convergent du paramétre a.

3. Déterminer la densité de la variable aléatoire T'. Calculer ’espérance et la variance de 7. En déduire un autre
estimateur T sans biais et convergent de a.

4. Comparer les deux estimateurs de a.

Exercice 2 : Un estimateur de la variance lorsque la moyenne est connue

Soit X une variable aléatoire qui admet un moment d’ordre 4 dont on note m = E[X] et 02 = Var(X). On suppose
que m est connue.

Soit (X7, ..., X,) un n-uplet de variables aléatoires indépendantes et identiquement distribuées de méme loi que X.
Proposer un estimateur sans biais et convergent de la variance.

Exercice 3 : Estimation d’une proportion par intervalle de confiance

On effectue un sondage auprés de la population francaise dans le but de déterminer la proportion p d’individus
éprouvant de la peur & 'idée d’effectuer un voyage en avion. On interroge 1000 personnes. Sur ces 1000 personnes,
253 affirment avoir peur de prendre I’avion.

1. Proposer un intervalle de confiance pour la proportion p a 90 %,
(a) en utilisant 'inégalité de Bienaymé-Tchebychev ;
(b) en utilisant le théoréme central limite.

2. Comparer les résultats obtenus.

Exercice 4 : Estimation d’un paramétre d’une densité de probabilité
Soit X une variable aléatoire de densité :

folw) = {56Xp (Cost) so<a

0 sinon

ou # est un réel strictement positif.
1. Calculer E[X].

2. Soit Xi, ..., X,,, n variables aléatoires indépendantes et de méme loi que X. Déterminer un estimateur T de
0. Etudier ses propriétés.

3. Déterminer la loi limite de 7 quand n tend vers l'infini et en déduire un intervalle de confiance de niveau 0.95

pour 6 dans le cas oil I'on a observé la valeur 211201 2; = 660 sur un échantillon de taille n = 100.

Exercice 5 : Méthode des moments
On observe un n-échantillon X, ..., X,, de v.a. indépendantes et de méme loi définie sur R de densité

1

fo(z) = 5

(1 + 9%)]1]_171[(1'),

ou # €] — 1, 1] est inconnu.
1. Calculer 'espérance de X;. En déduire un estimateur 9 de 6.
2. Calculer son biais et son risque quadratique.

3. Soit « €]0, 1[. Déterminer un intervalle asymptotique pour 6 au niveau de confiance (1 — ).
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Exercice 6 : Un nouvel estimateur

On observe x4, ..., T, des réalisations de variables aléatoires X1, ..., X,, indépendantes et de méme loi uniforme sur
[0,6] ou 6 > 0 est inconnu.

1. Justifier (heuristiquement) que 0:= maxj<i<n X; est un estimateur de 6.
2. Quelle est la loi de 07

3. 0 est-il biaisé ? asymptotiquement biaisé ?

Exercice 7 : Intervalle de fluctuations
Deux individus jouent ensembles. Un joueur choisit au hasard une carte dans un jeu de 32 cartes. S’il obtient un as,

lautre joueur doit lui donner 1 euro. On constate que sur 50 essais, il a retourné 11 fois un as. Peut-on présumer,
au risque 5 % que ce joueur est un tricheur ?
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Troisiéme partie
Complément : Fonction génératrice et processus de
Galton-Watson

1 Modélisation mathématique du probléme

Cadre : De nombreux phénoménes d’évolution de population peuvent étre modélisés en premiére approximation
par un processus de branchement (réactions nucléaires en chaine, étude des génes, survivance des noms de famille...).

Modélisation mathématique :
Soit X une variable aléatoire intégrable & valeurs dans N.

o0
On note, pour n € N, p,, =P(X =n) et m = E[X] = Y np, < .

n=0
Soit (Xi;); jen une famille de variable aléatoire indépendantes et identiquement distribuées, suivant la loi Px.

On définit la suite (Z,,) de la fagon suivante :

neN
Zo=1

Zn
Vn € N, Zn+1 = Z Xi,n
=1

L’idée est de modéliser avec la suite (Z,), la taille d’'une population. Plus précisément, Z,, symbolisera le nombre
d’individus & la n®™° génération, et pour i € [1,Z,], X, , représente le nombre de descendants que I'individu de
la n®™€ génération portant le numéro i & engendré (les individus de la population que I'on considére générent des
enfants tous seuls; on pourra, par exemple penser aux végétaux). Aussi, chaque individu a la probabilité p, d’en-
gendrer n individus. On veut répondre a la question : quelle est la probabilité que la population considérée s’éteigne 7

Z3 =8 ——— — b——td
X3=3 2 X3=2 X3=2 X3=1
X5=0
Z2=5 °
Zl=2
Xi=2
Zy=1

FIGURE 1 — Arbre de la descendance de Z;.

Lemme 1.1

Pour tout n € N et pour tout ¢ € N*, la variable Z,, est indépendante de X ,,.

Démonstration.

Soit n € N*; Z,, ne dépend que de Z,_; et de la famille (X; ,,—1),cy-

Ainsi, par une récurrence immeédiate, il vient : Z, ne dépend que de la famille (Xiaj)izo,jgn—l'

Et, par indépendance des variables X; ;, on obtient que Vi € N, Z,, 11 X, . O
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2 Calcul de la probabilité d’extinction
Objectif : Calculer P(3In € N, Z, =0).

Notations :
Pour tout n € N, on note :

T =P(Z, =0) et 7o :=P(3In € N, Z, =0) appelée probabilité d’exctinction.

Comme Z,, = 0= Z,11 = 0, la suite d’événements ({Z,, = 0}), oy est croissante et donc :

Too _P<U{Z _0}> = lim .

neN

Sipg=0,alorsonaVneN* 7, >1pset 1o =0.
Sipo=1,alorsonaVn e N* Z, =0 pset myp = 1.
On suppose donc désormais que pg €]0, 1[.

Proposition 2.1 : Propriétés générales sur la fonction génératrice

On définit la fonction génératrice de X par G : s — Els Z pis”.

On a les résultats suivants :
1. G est bien définie sur [0,1] et y est de classe C!.
2. (a) G est strictement croissante sur ]0,1][.
(b) G est convexe sur |0, 1].

(¢) G est strictement convexe sur |0, 1] < pg +p1 < 1.

Démonstration.
La série entiére Z prs® ayant un rayon de convergence supérieure ou égale a 1 (car Y ,~opr = 1), on a que la série
k>0 B
> pps™ est C* sur [0, 1].
1. Intéressons nous a la régularité de la série sur [0, 1].

Vk € N, s — pis”® est de classe C! sur [0,1], la série Zpklk converge, et la série de fonctions Zk;pksk_l
E>0 E>1

converge normalement (car X est intégrable) donc uniformément sur [0, 1].

Par conséquent, d’aprés le théoréme de dérivation des séries, G est bien définie et est C! sur [0, 1].

2. On a, par théoréme de dérivation terme & terme d’une série entiére, :
Vs € [0, 1], kaks et G"(s Zk — 1)ppst2

Comme pg < 1, il existe ky > 0 tel que pg, > 0.
(a) Ainsi: Vs €]0,1[,G’(s) > kopr,s™ ! > 0 et G est strictement croissante sur ]0, 1[.
(b) Aussi : Vs €]0,1[,G"(s) > ko (ko — 1) prys™ =2 > 0 et G est convexe sur )0, 1].

(¢) Sipp+p1 =1,alorsonaky=1et G est affine donc n’est pas strictement convexe sur |0, 1[.
Sipo+p1 <1, alors il existe k1 > 1 tq pg, > 0 et G” > 0 sur ]0, 1] d’on la stricte convexiteé.
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Proposition 2.2

Pour n € N, on définit la série génératrice de Z,, par G, : s — E[sZ"] = Y77 [P (Z, = k) s*.
Comme précédemment, on peut montrer que G,, est bien définie sur [0, 1].
Pour n e N*, ona G, =Go---0G (sur [0,1]).

"

n fois

Démonstration.

On procéde par récurrence.

Initialisation : G (s) = E[s?1] = E[s*1.0] = E[sX] = G(5)
Supposons que G, = Go---0G.

Gpi1(s) =E[s7+] =E [52@1 Xim,:|

Zn
SXi,,n

Z (H s g, _k>] (car Z, < oo ps, X étant finie ps)
k= =1

ﬁ

ﬁ

&=

I
¢ L0 I EM§

=1

k
E HSX”‘

=1

0
lH sXin Z, _k] (par Fubini Tonelli, car les termes sont tous positifs)
l [1z,=k] (car Z, 1L X; ,, par le lemme 1.1.)

H E [s*"| P(Z, = k) (car les X, ,, sont indépendants)

i=1

]k P(Z, = k) (car les X, , ont méme loi)

Il
>~
Il
)
&
"
P

k)G(s)* = G,,(G(s)) par hypothése de récurrence.

I
%
2
=
N
I

=~
Il
<

Ce qui achéve la récurrence. O

Proposition 2.3

La probabilité d’extinction 74 est le plus petit point fixe de G sur Uintervalle [0, 1].

Démonstration.

La proposition précédente donne : Vn € N, Vs € [0,1], Gp1+1(s) = G(Gr(9)).

En évaluant en 0, on obtient la relation : 7,1 = G(m,), puis par continuité de G sur [0, 1], on obtient que 7y est
un point fixe de G.

Montrons que c’est le plus petit. Soit u €]0, 1] un point fixe de G. Par récurrence, montrons que Vn € N*, 7, < w.
e Initialisation : on a m; = G(mg) = G(P(Zp = 0)) = G(0) < G(u) = u, car G est croissante.

e Supposons que 7, < u. Alors 7,41 = G(7,) < G(u) = u, par croissance de G.

Par conséquent, Vn € N*, 7, < u, donc par passage a la limite : 7o, < u. O

Théoréme 2.4
Sim :=E(X) <1, alors me = 1.

Si m > 1, alors e est 'unique point fixe de G sur ]0, 1].

Démonstration.
Puisque G(1) = 1, le graphe de G coupe la droite y = x sur l'intervalle [0, 1] au moins au point (1,1). On a deux
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cas :

e Sipg+p1 =1 (iem=1) alors G est une fonction affine et comme G(0) = pp > 0, G a un unique point fixe en
(1,1).

e Sinon, G est strictement convexe sur |0, 1] et il en va de méme pour z — G(z) — = qui s’annule donc au plus
deux fois.[]

(oo}
Rappelons que l'on a aussi : G(0) = pg,G'(0) = p; et G(1) = 1,G'(1) = ann = m. Etudions la fonc-

n=1
tion z € [0,1] = G(z) — .

i (o i o e e s
v
8
b—"r—-——"-_"’__
8

(a) (b) (c)

FIGURE 2 — Fonction génératrice de X, dans le cas : (a) m <1, (b) m =1et (c) m > 1.

Supposons m > 1.
Alors G’ — 1 est une fonction croissante. Sa valeur en 0 est p;y —1 < 0 (car p; = 1 = m = 1 ou bien plus
simplement car py > 0) et sa valeur en 1 est m — 1 > 0, donc elle s’annule en un point « €]0, 1[.
La fonction G—Id est alors décroissante sur [0,a] puis croissante sur [o, 1]. Comme G(0) —0 = pg > 0 et
G(1) — 1 =0, il existe un point dans Uintervalle |0, a] ou G—Id s’annule.
Too €st donc I'unique point fixe de G sur l'intervalle |0, 1] (car G en a au plus 2 car strictement convexe).

Supposons m < 1.

Alors G’ — 1 est une fonction croissante sur [0, 1], négative ou nulle en 1; donc négative sur [0, 1].
Donc G—Id est décroissante sur [0, 1], et s’annule en 1. Comme cette fonction admet au plus 2 annulations,

elle ne s’annule qu’en 1 (car sinon elle s’annulerait sur un intervalle non-réduit & un singleton).
Par conséquent, 7o, = 1.

O
Remarque :
Supposons que l’équation G(x) = x admette une solution 0 < p < 1. On a alors p = 74, par la proposition
précédente. De plus, puisque G(p) —p =0 et G(1) — 1 = 0, le théoréme de Rolle appliqué a x — G(x) — x montre
qu'il existe z €]p, 1] tel que G'(z) = 1. Comme G est strictement convexe on a nécessairement m = G'(1) > 1.

1. En effet, si cette fonction s’annule en trois points distincts, par le théoréme de Rolle, sa dérivée s’annulera en deux points distincts,
a < b. Mais x — G(z) —x est convexe, donc sa dérivée est croissante, donc nulle sur [a, b]. Cela implique que G’ — 1 n’est pas strictement
croissante, et donc que z — G(x) — z n’est pas strictement convexe. Attention & ne pas dire que "strictement convexe” équivaut a
“dérivée seconde strictement positive” pour les fonctions deux fois dérivables (on pourra penser par exemple a la fonction x — 14).
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3 Evolution de la taille de la population

On donne ici une premiére idée de I’évolution de la taille de la population, i.e. de la suite Z,.

Proposition 3.1

Pour tout n € N, on a E[Z,] = m".

Démonstration.

On va raisonner par récurrence.

e Zy = 1donc E[Zy] = 1 = mP.

e Pour n € N, supposons que E[Z,] = m™.

On peut dériver G,, (comme pour G), et on a, pour s € [0,1],

Grii(s) = G'(5)(G,, 0 G(9))

Donc en évaluant en 1 :

(1) = EX](G(G(1)) = mG,(1) = m"*.

Ce qui conclut la récurrence. O
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Quatriéme partie

Eléments de correction des exercices

1 Probabilités

Exercice 1 :

Considérer l'espace ) défini par l’ensemble des couples (numéro de la boite choisie initialement par le joueur
A, numeéro de la boite gagnante). On a équiprobabilité sur cet espace probabilisé et chaque couple a donc une
probabilité 1/9 de se réaliser. Le joueur B gagne sans changer de boite si les couples (1,1), (2,2) ou (3,3) se
réalisent donc avec une probabilité de % = % s’il maintient son choix. En revanche, s’il décide de changer de boite,
les couples gagnants deviennent (1,2), (1,3), (2,1), (2,3), (3,1), (3,2) donc il a une probabilité de gagner de 8 = %
s’il change de boite!

Exercice 2 :
1. 1l suffit de remarquer que pour tout k € N*, P(X > k) = ;:ZH P(X = i) puis que pour tout (k,l) € N*,
PX>k+1L,X>k)=PX>k+1).
2. En utilisant le fait que P(X > 1) =1 — P(X = 1), on montre que (P(X > k))ren~ est une suite géométrique
de raison 1 —p ott p = P(X =1). On a donc P(X > k) = (1 — p)*"! x P(X > 1) = (1 — p)¥. On conclut en
remarquant que P(X = k) =P(X >k —1)-P(X > k)= (1 —p)F 1 — (1 —p)F =p(1 — p)*L.

Exercice 3 :

Si X suit une loi exponentielle, on montre que X est sans mémoire de la méme maniére que dans ’exercice 2.
Réciproquement, supposons que la loi de X est une loi sans mémoire. Posons r(x) = P(X > z) pour tout = € R.
On commence par montrer que pour tout (z,y) € RY, r(z +y) = r(2)r(y). En prenant z = y = 0, on obtient
que 7(0) = 0 ou r(0) = 1. Par hypothése, on a r(0) = P(X > 0) > 0 donc r(0) = 1. Par croissance de la fonction
de répartition de X, noté Fx sur R, on obtient alors que Fx(z) = 0 pour tout > 0. De plus, on obtient par
récurrence,

V(x1,...,n) €RY, r(xy + o+ 2) = r(21)..7(T0)-

On pose a = r(1) > 0. On va raisonner par densité de Q dans R. Soit p,q € N* et z =p/q € Q. On a

a:r(l):r<;+...+;):r<;)q7

q termes

et donc 7(1/q) = a'/%. Ainsi,

1 1 1\?
T<p> :T(++) :T<> = (al/q>p:ap/q:aw'
q q q q
—_—

p termes

A présent, soit € RT*. Alors x est la limite d’une suite décroissante de rationnels x,,. Comme r = 1 — Fx alors r
est continue & droite en tout point de R et comme x < x,, pour tout entier naturel n, la continuité a droite de F'x
implique que

r(zx) lim r(z,) = lim o =a” =¢€” In(a)
n—-+oo n—-+oo
Comme Fx est croissante alors r est décroissante et donc a €]0, 1[. En posant, A = —In(a) > 0, on obtient finalement

Ve € RT™, Fx(z)=1—e 7,

ce qui achéve la preuve!

Exercice 4 :

1. Le lemme de transfert permet de conclure que E[f(S,/n)] = B,(x).
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2. On a
|f(z) — By(z)| < E[|f(x) — f(Sn/n)|].

Soit € > 0. Comme f est uniformément continue, il existe v > 0 tel que pour tout x,y € [0,1] vérifiant
|z —y| <wv,onait |f(z) — f(y)| <e. Alnsi, on a

Ellf(z) = f(Sn/n)] = E[|f(z) = f(Sn/n)|Lz—s5, /nj<] + B[ f(2) = f(Sn/n)Le—s, ni>v),
d’ou

B G) ~ 1S/l < <+ 2071P (1 - 5212 v).

On conclut avec I'inégalité de Bienaymé-Tchebychev ou avec la loi faible des grands nombres.

Exercice 5 :

E[X] < 0 <= Z kEP(X = k) converge

k=0
o] k—1

= ZP(X =k) Z 1 converge
k=1 n=0
oo k-1

— Z Z P(X = k) converge
k=1n=0

= Z Z P(X = k) converge
n=0 k=n+1

= Z]P’(X > n) converge.

n=0

Exercice 6 :
1. Calculer P(Y = k) en distinguant les cas k <0, k >0 et k=0.

2. En appliquant la formule de transfert, on trouve m, = A™.

Exercice 7 :

1. Pour toute fonction f continue par morceaux, on trouve E[f(Y)] = 0+OO f(u)2uexp(—6u?)du.
2. (a) Y est a valeurs dans [0, 1/2]. Soit t € [0, 1/2]. On rappelle que la fonction de répartition d’une loi uniforme
est donnée par F(x) = x pour tout z € [0,1]. On a

PY>t)=P(X>t,1-X>t)=Pt<X<1l—-t)=1-2t

D’autre part, P(Y > t) = 1 — Fy(t) on Fy est la fonction de répartition de Y. Ainsi, Fy (t) = 2¢ et
F{,(t) = 2 pour tout t € [0,1/2]. Ainsi Y suit une loi uniforme sur [0,1/2]. De méme, Z suit une loi
uniforme sur [1/2,1].

max(t,1—t)
min(t,1—t)

est continue sur [0, 1] donc Y/Z admet une espérance :

1. 1/2 1
min(¢, 1 —t) t 1—t
E[Y/Z] = — Ldt = —dt ——dt.
¥/2] o max(t,1—t) /0 1—t +/1/2 t

(b) La fonction ¢ —

n min(¢,1—t)
max(t,1—t)

n’est pas intégrable sur [0,1] donc Z/Y n’admet pas d’espérance. La fonction

Un calcul d’intégrale fournit E[Y/Z] = 2log(2) — 1.

Exercice 8 :
1. a=e2

2. P(X =j) =a/j!
3. P(Y = k) = a/k! donc X et Y sont indépendantes.
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Exercice 9 :
Les va X et Y sont indépendantes donc la densité du couple (X,Y) vaut

foxv) (@ y) = Lo ooz (T, y)Ae M pe .

On a alors

+oo +oo
P(X >Y)=E[lxsy]= / / foxv) (@, y)dedy,
y=0 Jr=y
et on trouve P(X >Y) = ;4.

Exercice 10 :
Sn est & valeurs dans un ensemble dénombrable noté {sy, k € N*}.

SN—Sk Z X1+...—|—Xn:sk,N:n)

Z (X1 +...+ X, =s;)P(N =n) par indépendance.

Alors

p"qg

E[SN] P(SN = Sk)

=
Il
—

Z (X1 4 ... + Xp = x)P(N =n)

MS I M8

=n) Z spP(Xy + ... + X,, = si) par le théoréme de Fubini
k=1

3
Il
-

o

P(N = n)E[X) + ... + X,,]

3
I
-

o

P(N = n)nE[X;] par linéarité de lespérance

I
S

X1]E[N].

Exercice 11 :

1. Le trucage de chaque dé étant individuel, la méthode de truquage préserve l'indépendance des deux dés.
Soit S une variable aléatoire uniforme sur {2,3,...,12}. On a

1
P(S=n)= 17 powr tout 2 <n < 12.

La fonction génératrice s’écrit
52

11(1+z+z + ..+ 2'9).

1
— (PB4 =

Gs(2) = 3

Les zéros de 1+ 2+ 2% +... + 210 sont les racines onziémes de 'unité (sauf 1), que l'on note s5 = exp(2ikm/11)
pour tout k € {1,...,10}.

Aucun des s n’est réel.

En effet, si 'un d’entre eux était réel, il vaudrait soit 1 soit —1.

2k
Par exemple, si on suppose qu’il existe | € Z tel que T;T = 2lm alors k = 11l ce qui est impossible (car
ke{1,..,10}).
2k
De méme, si on suppose qu'’il existe [ € Z tel que 1—; = 7 + 2w alors 2k = 11(20 4+ 1) ce qui est impossible

(car 11(20 + 1) est impair).
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On a alors
Gs(z) = 2*R(2)
1
ou R(z) = ﬁ(l + 2422+ -+ 210) est un polyndome de degré 10 sans racine réelle.
2. Supposons que 'on puisse réaliser un truquage de chaque dé de telle sorte que la somme de chaque face suive
une loi uniforme sur {2, ...,12}.

On définit deux variables aléatoires X et Y indépendantes a valeurs dans {1, ..., 6} de telle sorte que S = X+Y.
On a

6
Gx(z) = ZP(X =n)z" = 2Qx(2)
n=1

ol Qx(z) est un polyndme a coefficients réels de degré au plus 5.
De méme

Gy (z) = 2Qvy (2)

ot Qy (z) est un polynome a coefficients réels de degré au plus 5.

Ainsi, par indépendance de X et Y,
Gs(2) = Gx(2)Gy(2) = 22Qx(2)Qy (2) = 2*R(Z).

Comme R est de degré 10, Qx et Qy sont de degré 5. Or tout polynome & coeflicients réels et de degré
impair a une racine réelle. Donc R aurait au moins une racine réelle. On arrive & une contradiction car on
vient de montrer en 1. que R n’a aucune racine réelle...

Il est donc impossible de réaliser un trucage de deux dés tel que la somme des points suive un loi
uniforme.

Exercice 12 :
X +Y est a valeurs dans N. Pour tout kK € Nyona P(X +Y = k) = Z?:o P(X+Y =k, Y = j) et donc par

indépendance, P(X +Y = k) = Z?:o P(X =k —5)P(Y = j). On trouve alors que X + Y suit une loi de Poisson
de parameétre A + p.

Exercice 13 :
o0

On suppose que pour tout € > 0, Z P(|X,,| > €) < +00. Montrons que X,, converge p.s. vers 0.

n=0
X, B0esPHweQ: Ve>0,3N(w), n > N(w) = |X,(w)| <e}) =1
SPH{weQ: Vk>1,3N(w), n> N(w) = | X, (w)] <1/k}) =1

a2 U NxI <) =1

k>1N>1n>N

e1-P{J ) U{Xal>1/k}] =1

k>1N>1n>N

& 1-P( [ Jlimsup{|X,| > 1/k} | = 1.
k>1 "

D’aprés le lemme de Borel-Cantelli, on a pour tout k& > 1, P (limsup,,{| X,.| > 1/k}) = 0. Une réunion dénombrable
d’événements de probabilité nulle étant encore de probabilité nulle (exercice), on en déduit que P(X,, 25 0) = 1.
La réciproque est vraie si les X, sont indépendants pour pouvoir utiliser le point 2. du Lemme de Borel-Cantelli.

Exercice 14 :
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Notons tout d’abord que pour tout z € [0, 1],

sy X < )

x
x)" car X1, ..., X, sont i.i.d.

Déterminons la fonction de répartition de Y,,. Y,, est a valeurs dans [0, n]. Pour tout ¢ € [0, n],
Fy (t)=P(1—-M, <t/n)=P(M,>1—-t/n)=1-PM, <1—-t/n)=1—-(1—-1t/n)".

Montrons que (Y,), converge en loi vers une variable aléatoire Y de loi exponentielle de paramétre 1. Soit ¢ > 0.
Pour n suffisamment grand, on a 0 <t < n et donc

Fy,(t) — F(),

n—-+oo

ou F(t) =1— e~ ¢ est la fonction de répartition d’une loi exponentielle de paramétre 1.

2 Statistiques

Exercice 1 :
4
1. E(X)=aet Var(X) = —.
2. cf cours.

3. T est a valeurs dans [0, 2a]. On calcule d’abord la fonction de répartition de T : pour tout ¢ € [0, 2a], on a :

Fr(t) = Pmax(X,, ..., Xn) < 1)
:]P(Xl StaaXn St)

i=1
=P(X; <t)"
Or, par calcul, Fx, (¢) idoncF (t) = L '
, P y X - 24 T == 24
n—1
n t
Donc Fr est conti R, d =Fn(t) = —
onc Fr est continue sur R, donc fr(t) m(t) 9 <2a)
On a alors :
E(T)—/Qatf Wt = 2" q
N 0 T B n+1 '

- n+1
On en déduit que T = QLT est un estimateur sans biais de a. On a :
n

in 4na?

E(T?) = L et Var(T) = DM

2 2

~ 1 4 ~

Donc Var(T') = (n; ) Var(T) = ﬁ - 0 donc T est consistant.
n n(n n S

4. Pour comparer deux estimateurs, on calcule leurs risques quadratiques.

R(T,a) = Var(T) + b(T)? = Var(T).
Or Var(T') < Var(X) pour n > 10 donc 7' est un meilleur estimateur que X.
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Exercice 2 :
On définit I'estimateur

1 n
==Y (Xp —m)?.
Sn nk:1( k m)

On montre que S, est sans biais : E[S,] = 2.

Montrons que S,, est un estimateur convergent.
Var($,) = —Var [ 3006, - m?
ar = — Var —-m
n n2 £ k

1 n
= — E Var (X, —m)?) car les (X3 —m)? sont indépendants
n
k=1

1
= —Var ((X; —m)?) car les X, ont la méme loi
n

_ % (E[(X) — m)"] — E[(X, — m)2]2)

= (I, m)*] - o*).

D’aprés I'inégalité de Bienaymé-Tchebychev, on montre que pour tout € > 0,

lim P(|S, —o% <¢e)=0.

n—-4oo

Exercice 3 :
Méme démarche que dans le cours.

Exercice 4 :

1. Par intégration par parties, on trouve :
—+oo
E(X) = / xfo(z)dz = 26.
0

X+ +X

2. Comme E(X) = 260, et que X,, := " est un estimateur de E(X), on en déduit que 7' =

un estimateur de 6.

X, .
—— es
2

T est sans biais par construction. En effet,

E(T) = %E(Xn) = 0.

De plus, d’aprés la loi des grands nombres, X,, —— E(X) = 26 donc T 25 9, ie. T est consistant.

3. D’aprés le TCL, on sait que
n

Vor () (X, —20) < N(0,1).
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Or par intégration par parties, on a Var(X) = 62, donc :

l—a= lim ]P’( 9”2|Xn29|§qa)

[\
4
|

|
[\
-

. X,, — 260
=, Jim P <\/ﬁ‘ 0 ‘ qa)
T—6
= 1 P <
n—1>I-ir-loo <\/ﬁ 9/2 - Qa>
T—6/2
nEI-lr-looP< Qo 7\/5 0/2 qa)
= MnP<—9% <T—9ﬂ<9qa>
n——+0oo

lim P T <6< T
= 1m - -
i\ T ge2va = S T v
7 7
= lim P(0 :
n oo ( © 1+qa/2¢ﬁ’1—qa/2\/ﬁD

ol g, est le quantile d’ordre 1 — a/2 de la loi normale. Pour 1 — a = 0,95, on a g, = 1,96. De plus, avec
n =100, on a T' = 3,3 donc l'intervalle est :

I =[3;3,67].

Exercice 5 :
1. Comme E[X,] = #/3, on en déduit que § := 3X,, est un estimateur de .

2. Par construction, € est sans biais. On a donc

R(6,0) = Var(d) — %Var( X)) = %

car E[X?] = 1/3.
3. Le TCL assure que

. — 0 C 1 02
S Vn (Xn - 3) N (0° (3 - 9>) ’

lim Vi (0-0) 55 N (0,3~ 62).

n—-+o0o

d’ou

D’apreés le Lemme de Slutsky,
0—46
lim vn———— 55 N (0,1).
n—-+oo 3 — 92
Ainsi, pour a €]0, 1], si on note ¢, le quantile d’ordre 1 —«/2 d’une loi A (0, 1) et F sa fonction de répartition,
on obtient R
0—0

V3 — 02

d’ou l'intervalle de confiance asymptotique pour § au niveau (1,) :

. /362
0 — qa —;—19+%

n—-+oo

lim Pg (\/ﬁ

SQ(X)—QF(Qa)_l_l_O‘v

Exercice 6 :
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1. La plus grande valeur des X; doit "s’approcher" de la borne supérieure de Uintervalle [0, 6], ie de 6.

2. Déterminons la loi de 8. Soit t € R, la fonction de répartition de 8 vaut
t n
~ n () sit<@
Fy(t) =Pg(0 < t) = Pp(max(Xy,...,X,) <t) =Py(X; < )" = 0
1 sinon.

On en déduit que la densité de 0 vaut :

3. On calcule alors

6
~ n . n . B n

Donc 6 est un estimateur biaisé mais est asymptotiquement sans biais car hr—? Eq [5] =0.
n—-+0o0o

Exercice 7 :

La probabilité de tirer un as est = 1/8. On note X; la variable aléatoire qui modélise le résultat du i-iéme tirage :
X; = 1 si le joueur obtient un as et X; = 0 sinon. Les X; sont i.i.d. et de méme loi de Bernoulli de paramétre
6 = 1/8. D’aprés le cours, si le joueur ne triche pas au niveau de confiance 95%, la fréquence de succés doit étre

dans 'intervalle
0(1—-20 0(1—-20
g VO )q;9+\/( )q’
Vn vn

ou q est le quantile d’ordre 1 — /2 d’une loi N (0, 1). L’application numérique fournit [0,033; 0,217].
Le joueur a obtenu une fréquence de succés de 11/50 = 0,22 ce qui est hors de l'intervalle de fluctuation. Par
conséquent, au niveau de confiance 95%, on peut mettre en doute I’honnéteté du joueur!
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