INEGALITE DE HOEFFDING

Référence : OUVRARD 2 : p. 128 + CADRE-VIAL p.36 pour I'application
Lecons : : 229, 253, 260,261,262.

Notation : On note Ly (t) = E[e’] la transformée de Laplace de la variable aléatoire X.

LEMME

Soit X une variable aléatoire réelle P-ps bornée par 1 ie | X| < 1 P-ps. On suppose que X est centrée. On a :

t2

LX@><ema(2)

Preuve :

1
Etape 1 : Mqpour t € R, z € [—1,1], exp(tz) < =(1 — z) exp(—t) + 5(1 + ) exp(t)

C’est juste de la convexité car :

1
0< A =5(1-2)<1
1
A+ =1

Et enfin
ter = Al(—t) + )\Qt

Comme z — exp(tx) est convexe (avec sa dérivée seconde), on a 'inégalité souhaitée.

1
Etape 2 : Mq Lx(t) < i(exp(—t) + exp(?)).
Déja, comme X est ps bornée par 1, exp(tz) est bornée ps et admet donc une moyenne. Ainsi Lx (t) existe.
Avec I’étape 1 on a, pour ¢t € R, et ps,

exp(tX) < =(1 — X) exp(—t) + %(1 + X) exp(t)

N | =

et donc

Lx(t) < zE[1 — X]exp(—t) + %E[l + XJexp(t)

DN | =

Comme X est centrée : )
Lx(t) < = (exp(—t) + exp(t)) = ch({)

2
t2n t2 t2n
Or ch(t) = Z ) et exp <2> = Z o
neN neN
t2
mais pour tout n € N, on a nl2” =2-4-.-2n < (2n)! donc ch(t) < exp <2>

Et finalement

Lx(t) <exp (1;2)
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— PROPOSITION (INEGALITE DE HOEFFDING - 1963)

Soit (Xp),cy- une suite de variables aléatoires réelles, indépendantes, centrées.
De plus, on suppose que Vn € N*, X, est ps bornée par ¢,, ou ¢, > 0.
n (2

n
On note : ¥n € N*, S,, = ZXj et ap, = Zc?
j=1 j=1

2
Alors Ve > 0,¥n € N*,P(|S,| > ¢) < 2exp <2€)

an

Preuve :

2
Etape 1 : Mq pour tout ¢, Lg, () < exp <2an)
Fixons n € N*. 2
X t
On applique le Lemme aux variables —2, ot j € [1,n] : Vt € R, L, (t) = Lx; (tc;) < exp (20§),
c; %

J
Mais par indépendance des exp (tX;) pour j € [1,n], il vient :

n 2
t
Vt e R, Lg, () = j|:|1 Lx,(t) <exp (2a”) .

2
Etape 2 : Mq pour tout € > 0, P(S,, > ¢) < exp (—;)
QA

Soient t >0ete>0;0na: S, >¢ca e > el
Ainsi, par I'inégalité de Markov ', on obtient :

, 2
P(S, >¢e) =P (e >ef) < ————= =e " Lg, (t) <exp <—t6 + 2an> .

Cette inégalité est vraie pour tout ¢ > 0. On va donc minimiser en t.

2 2
€ €
t — —te + —a, atteint son minimum en t = — et ce minimum vaut ———, d’ou :
2 an 2a,,
2 2
e” ay € €
P(S,>¢e)<exp| =— — —¢ | =exp| —
(Sn > ) 10(a%2 aﬂ) p( 2%)

Etape 3 : Conclusion
Sie > 0. On a les égalités :
{|Sn| > e} ={Sn >} U{S, < —¢}

Comme ces ensembles sont disjoints :
Ona:P(|Sy]| >¢e)=P(S, >¢e)+P(S, < —¢).
Mais on aurait pu appliquer tout ce qu’on vient de faire aux variables —X;, ot j € [1,n], et donc :

2
P (S, < —&) =P (—S, > ¢) < exp (;)

n

2
Et finalement, P (]S,| > ¢) < 2exp <_2‘€>

an

E[Z
1. Soit Z une variable aléatoire réelle positive ou nulle ps. Alors Va > 0,P(Z > a) < L
a
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Application 1 : un critére de convergence presque siire

PROPOSITION

Soit a > 0; on ajoute I’hypothése supplémentaire : 38 > 0,Vn € N*, a,, < n?*~F.

Alors : & P50,

n% n—oo

Preuve :

Etape 1 : Mq pour tout € > 0, la série de terme général P(|S,| > n“e) est convergente.

. 9 o . N _n20‘52 _n552
Soit € > 0, on a*, par Hoeffding : Vn € N*,P(|S,,| > n%) < 2exp 5 < 2exp 5 )
an

B2
n’e
Mais la série g exp (— 5 ) converge (par le critére de Riemann), car a partir d’'un certain rang,

n>1
2 B2
€ n’e 1
—n” >2Inn et donc 0 < exp | — Z —.
2 2 n
Ainsi, la série E P (]Sn| > n%e) converge

n>1
Etape 2 : ® Par Borel-Cantelli* :

Ve > 0,P <limsup{|Sn > no‘s}> =0,ieP <lirginf{|5n| < no‘g}) =1

n—oo
- X Sk 1
En particulier, Vp € N*,| P U ﬂ T < - =1.
* p

neN* kxn
NPT * oy c Sk(w) 1
C’est-a-dire : Vp € N*, 3N, négligeable, Vw € N, In € N,Vk > n, o < -
p
On pose alors N = U N,, alors N est négligeable et :
peEN*
S 1
Vw € N¢ Vp e N*,dn € N,Vk > n, 2(:})‘ < };

Sn,
ps
Ou, en d’autres termes : — — 0.
n n—oo

2. manque le /2 dans Ouvrard
3. On fait pas comme Ouvrard parce que c’est pas rigoureux.
4. Lemme de Borel-Cantelli : Soit (An)n>0o une suite dans A. Si Z]P’(An) < 400, alors P(limsup A,) =0

n
n=0

Laura GAY et Florian LEMONNIER p.3 7 juin 2015



Application 2 : calcul d’intervalles de confiance par exces

Rappelons les conditions de I'inégalité :

Soit (X, ),cy- une suite de variables aléatoires réelles, indépendantes, centrées.
De plus, on suppose que Vn € N*| X, est ps bornée par ¢,, ot ¢, > 0.
n n

On note:VnEN*,Sn:ZXj et an:Zcf.

2
Alors Ve > 0,Vn € N*,P(|S,,| > €) < 2exp <—2E>

Qn

Plagons-nous dans un modele statistique (7—[", {PG}eee) avec H C R et © ¢ R?% Le parameétre d’intérét est
g(0) avec g : © — R une fonction continue On suppose que Xi,..., X, sont indépendantes et identiquement
distribuées, de loi Pp°, bornées Py-ps et avec By [X1] = ¢(#) ©. Soit ¢ une borne Pp-presque stire de X; — g(6) T,
On veut un intervalle de confiance pour g(6) donc on cherche par exemple P (| X, — g(6)| > ¢)

Par Hoeffding,

. 2
Py (|Xn —g(ﬂ)| > 5) =D ;(Xj —g(0)) >ne | <2exp 2n02> = 2exp <—Z;>

ne

Soit a €]0, 1[, on choisit € de sorte que a = 2exp < o

5 >, iere=c n —. Des lors, on obtient l'intervalle

8

de confiance par exceés® au niveau 1 — «, pour g() :

Ia:[Xn—c 21n2,Xn—|—c\/21nQ]
n « n o«

Notes :

v" A Yoral, selon la legon, on fera I'une des deux applications (de préférence la deuxiéme). En allant un
peu vite lemme 4’46, lemme + inega = 9’ appli 1= 4’41, appli 2=3’37 ou 4’27 si on détaille pour des bernoulli.
L’idée c’est si appli 1 aller vite sur Hoeffding quitte a prendre le temps pour ’appli qui manipule des choses
délicates. Si appli 2, prendre plus de temps sur hoeffding et voir a la fin comment j’ai le temps de détailler.

& Wassily HOEFFDING (1914 - 1991) est un statisticien et probabiliste finnois. Il est I'un des fondateurs des
statistiques non-paramétriques. Il est surtout connu pour cette inégalité.

5. Par exemple, B(9)®™

6. Toujours dans notre exemple, g(6) = 6.

7. Ex :on vaavoir 1 < —60 < X; —0<1—06<1 donc bornées par 1.

8. Un intervalle de confiance par excés pour un parametre 6 de niveau de confiance 1 — « est une statistique I telle que
Po(0€I) > a.
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