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Lemme

Si le produit de deux entiers a et b premiers entre eux est une puissance k-ieme (avec k > 2),
alors a et b sont tous les deux des puissances k-iemes.

Preuve du Lemme :

k

Soient a et b deux entiers premiers entre eux tels que ab = ¢” avec ¢ € Z et k > 2. Ecrivons la décomposition

en facteurs premiers de a,b et ¢ :

a= H pir, b= H pﬁpet c= H pr

p premier p premier p premier

ol ay, By et v, sont des familles d’entiers a support fini.

Comme ab = ¢, on obtient par unicité de la décomposition oy, + Bp = k7, pour tout p premier. De plus, comme
pged(a,b) =lonaa,B, =0 ! pour tout p premier. Il en résulte que pour tout p premier, oy et B, sont divisibles
par k.

Finalement, a et b sont bien des puissances k-iemes. |

Théoréme ( de Sophie Germain - 1823)

Soit p un nombre premier de Sophie Germain, c’est-a-dire un nombre premier impair tel que ¢ = 2p + 1 soit
premier. Alors

P (2,y,2) € Z® tel que xyzZ0 [p] et xP +yP + 2P =0

Preuve du théoréme :

On raisonne par I'absurde.

On suppose donné dans la suite un triplet (x,y,2) € Z3 tel que xyz Z 0 [p] et 2P + y? + 2P = 0.
. . . N ) ;R 2 g _
Soit d = pged(z,y, z). Quitte & poser z’ = > Yy = p et 2’ = rE on peut supposer © d = 1.
Etape 1 Montrons que x,y, z sont premiers entre eux deux a deux.
Supposons par I’absurde que pged(x,y) > 1 et soit pg un facteur premier qui divise z et y. Alors po|z?P +yP
donc pg|zP et donc py|z (Lemme d’Euclide) ce qui contredit le fait que pged(z,y, z) = 1.

Ainsi pged(z,y) = 1. De méme, on en déduit que pged(z, 2) = 1 et pged(y, z) = 1.

p—1
Etape 2 Montrons 'existence de (a, ) € Z? tels que y 4+ z = a” et Z(—z)pflfkyk =aP:

k=0
On remarque que :
1

Vo = () Y (2 = e = () ()

i

k=0
p—1
D’apres le Lemme, il suffit donc de montrer que (y + z) et Z(fz)pflfkyk sont premiers entre eux.
k=0
p—1
Supposons par I'absurde qu’il existe p’ premier qui divise (y + 2) et Z(—z)pfl’kyk.
k=0

Alors d’apres (), p'? divise 2P donc p’ divise .

1. car ayp ou By doit étre nul
2. On aura toujours z'y’2’ #Z 0 [p] et 2'P + 3P + 2P = 0.



Comme y = —2z [p], on en déduit une nouvelle “égalité” 3
p—1
pe1 =Yy =py ! ]
—1-k, k =
Z(_Z)p ! Y F=0 p—1
=0 =0 [p] (car /| S~y

k=0

Donc p' | py?~t. D’aprés le lemme d’Euclide ¢, p|p ou p/|y?~! dont p'|y.
— Si p'|p (ie p’ = p), cela signifie que p|x (absurde par hypothese).
— Si p|y, cela contredit le fait que pged(z,y) = 1
p—1
D'ou (y + z) et Z(—z)pflfkyk sont premiers entre eux.
k=0
D’apres le Lemme, comme leurs produits est une puissant p-ieme (—zF) il existe (a, ) € Z? tel que

p—1
y+z=alet Z(—z)pflfkyk =aP.
k=0

Par symétrie, il existe (b,c) € Z? tel que  +y = P et 2 4 z = bP.

Etape 3 Un et un seul des 3 entiers x, y, z est divisible par q :
Soit m € Z tel que m # 0 [g], d’apres le petit théoréme de Fermat

mi~t=1[g=m*? =1][q = mP ==+1[q] (car Z/qZ est un corps)”®

Supposons par l'absurde qu’aucun des trois entiers x, y, x n’est divisible par q.
Alors 2P = +1 [q], ¥* = £1 [¢] et 2P = £1 [q].
Donc (0 =)z + y? 4 2P est congru & 3,1, —1 ou —3 ce qui est absurde car ¢ > 5 donc on ne peut pas
avoir 3,—1,1, -3 = 0[q].
On peut donc supposer sans perte de généralité que x est divisible par ¢ (et c’est le seul car z,y, z sont
premiers entre eux deux a deux).

Etape 4 Contradiction et conclusion :
Onay+z=dl,a+z=0etx+y=c’ doncd +c —a? =2x=0[q] (»*).
D’autre part, y = ¢ [¢] car =0 [q].
De plus, ¢ ne divise pas y donc ne divise pas ¢” et donc ne divise pas ¢. Dot y = ¢ = £1 [¢] (c’est le
début de 1'étape 3).
De méme, z = £1 [g].

Supposons ¢ ne divise pas a, alors a? = £1 [¢] = ¢ +b° —a? = £1 ou £3 [¢] (absurde d’apres (¥x)).
Donc ¢ divise a ie y + 2z = 0 [q].
Avec cette derniere congruence, on peut écrire d’autre part

p—1
af =Y (=P = oyt g
k=0
= pEDP ]
=% plg

Or une puissance p-ietme = 0, %1 [¢] (c’est le Fermat du début de 1’étape 3 qui nous dit ¢a).

Dans tous les cas, on aboutit & une contradiction (si c’est congru & 0 ¢a nous donne p = 0 [¢] absurde,
si c’est £1 ¢a nous donne p==+1[¢glie2p+1=g=+2+1=3ou — 1 [q] absurde).

On en déduit finalement que

B (2,9, 2) € Z3 tel que zyz # 0 [p] et P + y? + 2P = 0.

3. ¢a ne découle pas d’(*)

4. et non Gauss comme écrit dans le livre

5. En fait on dit que dans Z/qZ on a (mP)? — 1 = 0 donc (mP — 1)(mP + 1) = 0 et par intégrité -car c’est un corps- on a le truc
voulu

6. car p — 1 est pair



Réponses a de possibles questions

1. Pourquoi on suppose p impair ?
p—1
— L’égalité 2P + y? = (x + y) Z 2% (—y)P~17F n’est vraie que pour p impair (faux je crois? ?).
k=0
Sip=2,iln’y a pas de solutions.

Notes :

v' A Doral, bla

v" Lemme d’Euclide : Si un nombre premier p divise bc, alors p divise b ou c. Une généralisation est :

Lemme de Gauss : Si un nombre entier a divise bc, et si a A b= 1, alors a divise c.

v Le plus grand nombre premier de Sophie Germain actuellement connu est 39051 x 269°1 — 1 trouvé en 1986.
On conjecture qu’il en existe un infinité.

& Marie-Sophie GERMAIN (1776 - 1831), est une mathématicienne et philosophe francaise. Elle est connue pour
le théoreme d’arithmétique qui porte son nom, pour ses échanges avec le mathématicien GAUSS et pour ses
travaux sur I’élasticité des corps. Elle avait pour nom d’emprunt Antoine Auguste Le Blanc. Lorsqu’elle se voit
obligée de réveler son identité, GAUSS devient encore plus fan d’elle et lui envoie une lettre de “déclaration”

d’admiration.



