OMS3 - Feuille d’exercices 4 :
Fonctions a plusieurs variables, dérivées d’ordre supérieur

Exercice 1

Soit un gaz donné.

On note P sa pression, 1" sa température, V' son volume spécifique et N le nombre de particules.
L’équation de Viriel peut s’écrire pour des grandes valeurs de V :

PV a b
N1 2
RT <+V+V2>

ou R est la constante universelle des gaz parfaits, a et b des constantes expérimentales.
On suppose N fixé.

Calculer :
ov oV

ap v ar

Exercice 2
Montrer que la fonction u(z,y) = In(2? 4 y?) satisfait & 'équation Au = 0 ot A désigne le laplacien.
On dit alors que u est une fonction harmonique.

Exercice 3
Soient deux fonctions & une variable ¢ et ¢ de classe C2 et a une constante non nulle donnée.
On considere la fonction définie comme suit :

z=z(t,z) = o(x + at) + Y(x — at)

ou a a la dimension d’une vitesse, ¢ un temps et  une longueur.
Montrer que la fonction z satisfait la relation :

1 0%z 0%z

2oz o2V

Exercice 4
Soit une fonction & une variable f de classe C2.
On considere la fonction & deux variables F(z,y) = f(r) = f(\/2% 4+ y?).
Montrer 'égalité :

O*F  0*F

1
81‘2 + 8y2 = f”(T’) + ;f/("f’)

Exercice 5

Soit une fonction & deux variables f de classe C2.

On considere la fonction a deux variables F'(r,6) = f(rcos6,rsinf) qui correspond donc a un chan-
gement en coordonnées polaires.

Montrer que I'on a la relation :
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Exercice 6
On considere une fonction inconnue g = g(z,y) & deux variables de classe C2.
Résoudre I’équation aux dérivées partielles

d%g &g &g
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T + 2z + =
Ox2 yaxay 4 Oy?

en considérant la nouvelle fonction inconnue f = f(u,v) et le changement de variable g = g(z,y) =
flu(z,y) = z,v(z,y) = y/z).

Exercice 7
Méme question que ’exercice précédent avec I’équation :

1:2@ _ g dg y@
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ainsi que la nouvelle fonction inconnue f = f(u,v) et le changement de variable ¢ = g(x,y) =
flu(@,y) = zy,v(z,y) = y/2).

Exercice 8
Déterminer la divergence et le rotationnel de chacun des champs de vecteurs suivants :

e T
Z(x,y,z):zi +yj +xk

— — —
?(x,y, z)=yi +exp(—z?+y?+2%) 5 +cos(zyz) k

- — 1 =
8(1‘,.%2) = Arctang(z +y+2) i — (22 +y>+22) ) +$—yzk

Exercice 9 _ _ -
Soit le champ de vecteur ?(w,y, 2)=xi +yj +zk.

— ; . . N .
Calculer V A F = rot(?) et déterminer une fonction U a valeurs réelles telle que :

F = VU = grad U = (3U 0z ,8U , dy ,0U /92)

Exercice 10 ) R

Soit le champ de vecteur ?(x,y, z) = —3(337 + y7 +z2k), r=+22+y>+ 22
r

Calculer V - ? = div? et trouver une fonction U telle que ? =VU.

Exercice 11
Soit ( ,ﬁ) un champ électromagnétique dans le vide satisfaisant les équations de Maxwell

V‘ﬁzo ) V/\ﬁ:—8§ et V-?:O, V/\gzlaﬁ

ot ot



ou ¢ désigne la vitesse de la lumiere.
Montrer que ce champ vérifie les équations :

2 2
1aﬁfAE2:0 et 18§A§:0
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Exercice 12

Soient un champ scalaire p = p(z,y, z) et deux champs de vecteurs 7 = 7(m,y, z), W = W(x,y, z).
Démontrer les formules suivantes :

V(X ATV)=-Xo- (VAT
VA(pv):p(V/\v)—i-Vp/\v
V~(7AW):—7-(VAV7)+V7-(VA7)

v-(p7):pv.7+vp.7

N
ou X est un vecteur constant.



