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Introduction

Outils mathématiques 3 - L2 PCSTM

* Thémes abordés:

- Suites et séries numériques

- Suites et séries de fonctions (rudiments, non évalué)

- Fonctions de plusieurs variables: domaine de définition, limites et continuité.
- Fonctions de plusieurs variables: calcul différentiel

- Courbes et surfaces de niveau (bases)

* Controles continus: prévus les:

- 28/09/2023
- 09/11/2023
- 30/11/2023

Regle de calcul de la note a 'UE:

Note =

Maz {CCl +20C3 CC2+2CC3 CC1+CC2+ CC’3}
3 ’ 3 ’ 3
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Partie 1

Suites et séries



Chapitre 1

Suites et séries numériques

1.1 Suites numériques

1.1.1 Vocabulaire

Définition (Suite numérique)

Une suite numérique correspond a un la donnée de nombre réels (ou complexes)
indexés par un nombre entier ug, uq, ug,---. On la note (u,),eny Ou (u,). On note
respectivement RY et CN les ensembles des suites réelles et complexes.

Remarque. Il s’agit d’une fonction u: N — K avec K =R ou C.

Définition (Vocabulaire usuel)
Une suite numérique (u,) € RY (réelle) est dite:
* Minorée si il existe m € R tel que pour tout n € N: m < u,
* Majorée si il existe M € R tel que pour tout n € N: u, < M
* Bornée si il existe M > 0 tel que pour tout n € N: |u,| < M
* Positive (resp. strictement positive) si pour tout n € N: w,, > 0 (resp. wu, > 0).

* Négative (resp. strictement négative) si pour tout n € N: u, < 0 (resp.
up < 0).

* Croissante (resp. strictement croissante) si pour tout n € N: w,, < u,4; (resp.
Uy < Upy1)-

* Décroissante (resp. strictement décroissante) si pour tout n € N: w, 1 < u,
(resp. Upi1 < Up).

Remarque. (u,) est dite monotone (resp. strictement monotone) si elle est crois-
sante ou décroissante (resp. strictement croissante ou strictement décroissante).

Exemple. La suite (sin(n)) est bornée. La suite (1) est décroissante et minorée par 0.

6
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1.1.2 Limite d’une suite

1.1.2.1 Définitions et premieres propriétés

Définition (Suite convergente)

Une suite (u,),eny converge (ou est dite convergente) s'il existe [ € R tel que, pour
tout € > 0, il existe N € N tel que pour tout n > N: |u, — | < €. le nomnbre [ est
appelé limite de la suite (uy,),en. On note:

nlmﬂoun =1 (1.1)
ou encore:
Unp n::;to { (1.2)

On dit que (up)nen diverge (ou qu’elle est divergente) si elle ne converge pas.

Suite convergente

°
°
|+ & +p----------—--5--- P
°

I+ E ______________ _'.___9__________-._'. __________ ‘ '.' _________ _._ ===

) ® ®
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° b i
I e Lt
°
N ' N

Remarque. Il arrive que l’on veuille simplement savoir si une suite converge ou non, sans
chercher a connaitre sa limite.

Exemple. (1) converge. ((—1)")pen diverge.

neN*
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Proposition (Propriétés d’une suite convergente)

* Si une suite est convergente, alors elle admet une limite unique.
* Si une suite est convergente, alors elle est bornée.
* Toute suite croissante et majorée (resp. décroissante et minorée) converge.

* Si une suite (uy,),eny est convergente de limite | € R, alors toute sous-suite
(u¢(n))n€N ets convergente de méme limite [ (¢ : N — N est une application

strictement croissante appelée extraction).

Exemple. La suite (up)neny = ((—1)")nen ne converge pas. En effet, si elle convergeait,
alors les sous-suites (s )nen €t (Uoni1)nen convergeraient vers la méme limite, or, elles
convergent respectivement vers 1 et —1. Donc la suite (u,)nen ne converge pas.

Proposition (Propriétés d’une suite convergeant vers 0)

* S0it (U )nen une suite numérique. Alors:
lim v, =0 < lim |u,| =0 (1.3)
n—+o0o n——+o0o

* Soient (U )nen €t (Vp)nen deux suites numériques, avec (u,)nen de limite nulle
et (Vn)neny bornée. Alors:

lim w,v, = 0 (1.4)

n—-+4o0o

Exemple. Soit u,, = CL" On a:

n

_ % (1.5)

donc u, — 0.

n——+o00

Définition (Limite infinie d’une suite)

On dit qu’une suite (uy,),cy admet pour limite +0o0 (resp. —oo) si, pour tout A > 0,
il existe N € N tel que, pour tout n > N, u,, > A (resp. u, < —A). On note:

lim w, = 400 (resp. — 00). (1.6)

n—-+o0o
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Suite divergente de limite infinie

Un

Exemple. La suite (n?),en diverge et admet pour limite +oo

Remarque. Si une suite admet une limite, alors elle vaut soit un nombre fini, soit +00,
501t —00.

1.1.2.2 Opérations sur les limites

Dans ce paragraphe, on considere deux suites réelles (u,)nen €t (Un)nen admettant une
limite. FI signifie "Forme indéterminée”, autrement dit, on ne peut rien dire sur le résultat.

* Somme:
lim w, l lou+oo |lou—o0 |40
n—>-—+00
lim v, U +00 —00 —00
n—>-+00
lim (u, +v,) | [+ +00 —00 FI
n— 400

Exemple. Contre-ezemple a la forme indéterminée pour la somme:

* Siu, =n? et v, = —n, alors u, + v, = n®> —n — +o0o lorsque n — +oo

*x Siu, =n? et v, = —n2, alors u, + v, = n?> —n3 — —oo lorsque n — +00

* Produit:

T ] >0 <0 [>0 (<0 400
n—stoo ou + 00 ou — 0o ou + oo ou — 00 ou — 00
lim v, I +00 —00 —00 +00 0

n—-4+oo
lim (u,v,) | I +o0 +o0 —00 —00 FI
n—--+o0o

Exemple. Contre-ezemple a la forme indéterminée pour le produit:

* Siu, =n? etv, = %, alors & =n — 400 lorsque n — 400

Un
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* Si u, = n? etvnzﬁ, alors";—":%—>0l0rsquen—>+oo
n

* Multiplication par un réel:

A>0 A=0 A<O0
lim w, | +oo| [ | —oc0 | [, +o00u —00 | 400 | [ | —00
n—-+00
lim wu, | 400 | Al | —o0 | [, 400 ou —o0 | —00 | Al | +00
n—>-+00
* Inverse:
0 et 0 et
lim w 140 400 dN € N : dN e N : 0
n—stoo ou — o0 Vn > N, Vn > N, (autres cas)
U, >0 U, <0
im (L) [ 4 0 +00 —0 FI
n—-+oo "

Remarque. Les troisieme et quatrieme colonnes du tableau signifient que si une
suite admet une limite nulle tout en étant strictement positive (resp. strictement
négative) & partir d’un certain rang, alors son inverse admet pour limite 400
(resp. —o0).

Exemple. Contre-exemple a la forme indéterminée pour linverse: Prenons u, =

%. On sait que u, —+> 0 mais u, change de signe selon la parité de n. On a
n—-+0oo
L =n . (=1)", et cette suite n'a pas de limite lorsque n — +00

1.1.2.3 Limites et inégalités

Proposition (Limites et comparaison de suites)

Soient (U )nen €t (vn)nen deux suites numériques telles que wu,, < v, a partir d'un
certain rang.

* Siu, — letv, — l"alorsonal </l
n—-+o0o n—-+o0o

* Siw, — —+ooalorsv, — +00
n—-+oo n—-+oo

* Siwu, — -+ooalorsv, — +00
n—-4o0o n—-4o00

Remarque. Cette proposition reste vraie si, a partir d’un certain rang, on a u, < v,
(inégalité stricte), mais, et (up)nen €t (Un)nen admettent pour limite respective | et U,
alors on aura toujours | < U, et pas forcément | < I'.

Exemple. Prenons u, = i et v, = % On a u, < v, pour tout n > 0, mais, en passant

a la limite, ces deux suites sont de limite nulle.

Remarque. En particulier, si il existe m € R tel que m < v, a partir d’un certain rang,

alors, siv, — U', on am <!, et idem dans le cas ot il existe M € R tel que u, < M
n—-+00

Maxime BOUCHEREAU 10 2023-2024
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Théoréme (Limites et encadrement)

Soient (U )nen, (Un)nen €t (Wn)nen trois suites numériques telles que u,, < v, < w, a
partir d’'un certain rang.

* Siu, — [, w, — ' et (v,)nen converge alors on a:
n—-+o0o n—-+o0o

l< lim v, < (1.7)

n—-+o0o

* Théoréme des gendarmes: Si u, — [, w, — [ alors (v,),en converge et

n—-+00 n—-+o0o

on a:
lim v, = 1 (1.8)
n——+o00

Remarque. Ce théoréme reste valable lorsque les inégalités sont strictes, par exemple
Up < Uy < Wy, a partir d’un certain rang, mais les limites ne vérifient en général pas ces

inégalités strictes, autrement dit, en général, lorsque u, — [, w, — ', (Vp)nen, ON
n——+o0o n—-+00

n’a pas cette inégalité stricte:

I< limwv, <! (1.9)
n—-+0oo
Exemple. Prenons u, = —5 — %, Up = —5+ # et w, = —5+ % On sait que pour

tout n € N, on a l'encadrement —1 < sin(n) < 1, donc on a u, < v, < w,. Comme

L 0, par encadrement, on a la limite suivante:

" n—s+oo

sin(n)

-5 (1.10)

n n—-+4o0o
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Théoreme d'encadrement

L)
[ ] [ Y
° $ "gooooooooo
° ° e o
L °
° °
an

Un

1.1.3 Meéthodes pour étudier une suite

1.1.3.1 Suites classiques, croissances comparées

Proposition (Suites polynomiales)

Soit o € R, on a:

0 si a<0

n®  — 1 si a=0 (1.11)
e +oo si a>0
Proposition (Suites géométriques)
Soit a € R:
* Sia < —1, alors la suite (a"),en diverge et n’a pas de limite.
* Sia > —1, alors la suite (a"),en admet une limite.
0 si o<1
a®  — 1 si a=1 (1.12)
n—-+0o .
+oo st a>1
Maxime BOUCHEREAU 12 2023-2024
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Théoréme (Croissances comparées)

On a, pour tous a, 8 > 0, a > 1, les limites suivantes:

1 «@
* n(’;) — 0
w n——+o00
* n_n — 0
" n—s+oo
* & — 0
™ n—s+4oo

1.1.3.2 Suites équivalentes

Définition (Suites équivalentes)

On dit que deux suites (up)nen €t (Un)neny sont équivalentes si il existe une suite
(€n)nen de limite nulle telle que, pour tout n € N:
U, = vp(l+ep) (1.13)

Si u, et v, sont non nuls a partir d’'un certain rang, la définition est équivalente
a dire que:

lim — = 1 (1.14)
n—>+ooUn

On note:
Un o~ Un (1.15)

Exemple. Si on prend u, = n®+ n? + sin(n), alors on a :

u,  n®4n?+ sin(n)
nd n3
1 sin(n)
= 1+-+
n n

Les second et troisieme termes sont de limite nulle, donc *= — 1 d’ot u, ~ n3.
n—-+00 n—-+00

Remarque. Regarder une suite équivalente lorsque l'on a plusieurs termes, c’est trouver

quel sera le terme prépondérant, celui qui sera le plus gros lorsque n est grand. Si on veut

faire un lien avec la physique, en reprenant notre exemple précédent, on peut tester avec

des valeurs explicites de n. Par exemple, lorsque n = 10, on a ujp = 103°+10%+sin(10). Les

second et troisieme termes sont négligeables devant le permier, ce qui confirme [’équivalent

Un o~ n3. Avec n = 102, on a uigo = 10° + 10* + sin(100), ce qui confirme bien. On
n—-+0oo
peut tester avec des valeurs de n de plus en plus grandes, cela marchera toujours.

Maxime BOUCHEREAU 13 2023-2024
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Proposition (Opérations sur les équivalents)

Soient (U )nen, (Un)nen, (Tn)nen €6(Yn)nen deux suites numériques telles que

U, ~ wvpetx, ~ 1y, On aalors:
n—4o0o n—4o00

* Produit: u,r, ~ vy,
n——+oo

* Quotient: Si x, est non nul a partir d’un certain rang, alors c’est aussi le cas
our y, et on a = ~ o
P o Tn p—ytoo Yn

* Puissance: Si (u,),en est positive alors (v, )nen est aussi positive a partir d'un

certain rang. En particulier, pour tout o € R: uf ~ vy
n—+0o00

Remarque. En pratique, pour connaitre un équivalent d’un quotient **, donc u, et v,
n
sont constitués des plusieurs termes, on procede le plus souvent de cette maniere:

*x On trouve un équivalent des suites (up )nen €t (Un)nen en regardant le plus gros terme.

* L’équivalent se déduit grace a la régle du quotient

3 2 :
Exemple. Prenons u, = HTZ‘*—W

x On sait que dans ['expression n®+n?+sin(n), le terme prépondérant est n® (on peut
3

y ] ) 3.2 .
le montrer en étudiant [’expression ”*”n—tsm“‘), donc n® +n? +sin(n) ~ nd.
n—+o00

x De plus, un raisonnement similaire montre que n* +/n ~ n
n—-+00

* Finalement, on applique la regle du quotient, donnant ainsi u, ~ %, 50it:
n——+0o0

nd + ZQ + sin(n) 1 (1.16)
n* —\/n n—+oo 1

Maxime BOUCHEREAU 14 2023-2024



OM3 - L2 PCSTM Université de Rennes

Application (Quotient de polynémes)

Soient ag, - - ,ap, by, -+ ,b; € R avec a,, b, # 0 (p, ¢ entiers).
On a alors:

0 si p<gq
p
ZOT_ izpnq e % S P=g¢ (1.17)
0 a”t +o00 si p>gq
On a cet équivalent:
ag + - -+ + apn® %np_q (1.18)

bo + -+ - 4 byn4 n—;\—:-oo b,

1.1.3.3 Utilisation d’un développement limité

Proposition (Développement asymptotique)

Soient (u,)nen une suite numérique de limite nulle, et f : R — R admettant le
développement limité suivant au voisinage de 0:

f(x) = ay+ax+---+aa? + go(ﬂip) (1.19)
alors on a:
flun) = ao+arun+---+ayup+ o (uf) (1.20)

Exemple. Soit x €] —1,1], et posons u, = (1 + 2)". On a alors:

D’ou:

(1+z)n — e’ (1.21)
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1.1.3.4 Critéres de d’Alembert et de Cauchy

Proposition (Critére de d’Alembert)

Soient (u,)nen une suite numérique dont aucun terme ne s’annule, telle que:

. Un+1
lim
n—-+00

= 1 (1.22)

U,

* S10 <[ <1, alors (uy,)nen converge vers 0.
* Sil>1, alors (uy,)nen n'est pas bornée.

* Sil =1, alors on ne peut pas conclure.

Exemple. Contre-ezemple au cas ou | = 1.

— 1. La suite (uy)nen est bornée.

* Prenons u, =+, alors on a “*1 =
n—-+00

* Prenons u, = n, alors on a 22 = 2L 5 1. La suite (tn)nen est non bornée.

Un " n—+oo

Proposition (Critére de Cauchy)
Soient (u,)nen une suite numérique dont aucun terme ne s’annule, telle que:
I "= 1.23
Jim fug|m = (1.23)
* Si0< <1, alors (uy)nen converge vers 0.

* Sil>1, alors (u,),en n'est pas bornée.

* Sil =1, alors on ne peut pas conclure.

Exemple. Contre-exemple au cas ou l = 1.

1 . s
*x Prenons u, =1, alors on a |u,|» — 1. La suite (u,)nen est bornée.

n—-+o0o
1 1 In(n) .
* Prenons u, = n, alors on a u; = nn =e n — 1. La suite (up)nen est non

n—-+4oo
bornée.
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1.2 Séries numériques

1.2.1 Définitions et premieres propriétés

Dans cette section, nous étudierons que les séries a termes positifs.

Définition (Série numérique)

* Soient (u,)nen une suite numérique positive. On appelle série de terme général
(un)nen la suite, notée (Z un)neN et définie par:

(Z un> _ <kzn; uk> (1.24)

neN

La suite (Z “”)n oy ©st appelée suite des sommes partielles.

* On dit que la série de terme général (u,),en est une série convergente si la
suite de ses sommes partielles est convergente. Une série non convergente sera
dite divergente.

* Lorsqu'une série est convergente, le nombre S donné par:

+o0o
S = u, (1.25)
n=0

est appelé somme de la série.

Remarque. Le but de cette section est de déduire la nature d’une série en étudiant son
terme général.

Proposition (Sommes partielles)

Une série a termes positifs est convergente si et seulement si la suite de ses sommes
partielles est majorée.

Définition-Théoreme (Divergence grossiére)

Si une série de terme général (u,)nen €st convergente, alors la suite (u,),ey tend vers
0. Dans le cas ot la suite (u,),en ne tend pas vers 0, on dit que la série (Y u,)
diverge grossierement.

neN

Exemple. La série de terme général 1 diverge grossierement.

Maxime BOUCHEREAU 17 2023-2024
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1.2.2 Séries de références

Proposition (Séries géométriques)

Soit a > 0.
* Pour a # 1, La suite des sommes partielle d'ne série géométrique est égale a:
e 1— an+1
k
= 1.26
e T (1:26)
k=0

et cette somme vaut n 4+ 1 sia = 1.
* Sia < 1, alors la série (Z a ) converge et sa somme vaut —

* Sia > 1, alors la série (> a”)neN diverge grossierement.

Proposition (Séries de Riemann)

Soit o € R.
* Si a <0, alors la série (Z n%)neN diverge grossierement.
* Si0 < <1, alors la série (Y %) diverge.

* Sia > 1, alors la série ( ) converge.

Remarque. Dans le cas d’une série de Riemann, le terme général commence a n = 1.

1

Exemple. La série (Z T)neN* est divergente, tandis que la série (Z #)neN* est con-

vergente (sa somme vaul %, sa valeur a été trouvée par Euler en 1735).

1.2.3 Comparaison de séries

Proposition (Comparaison de séries)

Soient (U )nen €t (vn)nen deux suites a termes positifs.

1. Siu, ~ vy, alors les séries (> u,)
n——+0oo

(convergente ou divergente)

neN © (Z"Un) sont de méme nature

2. Si u, < v, a partir d’'un certain rang et (Zvn) est convergente alors

neN
(Y tn), o ©st aussi convergente.

3. Siu, < v, apartir d'un certain rang et ( > un) est divergente alors ( > vn)
est aussi divergente.

neN

Remarque. Pour déterminer la nature d’une série, on cherchera d’abord a comparer son
terme général avec une suite connue et a en déduire la nature par comparaison avec une
série de référence (géométrique, Riemann).
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. . , n
Exemple. On sait que, par croissance comparée, % — 0, donc, a partir d’un certain
© n——+4oo

1 1 (1\" - 1
rang, o < on = (2) . Par comparaison avec une série géométrique, la série (Z n!)neN

est donc convergente.

1.2.4 Regles de d’Alembert et Cauchy

Proposition (Régle de d’Alembert)

Soient (u,)nen une suite numérique positive dont aucun terme ne s’annule, telle que:
€ )

lim 2 = (1.27)

n—+00 Uy
* Si0< <1, alors (Zun) converge.

* Sil > 1, alors (Zu”)neN diverge.

* Sil =1, alors on ne peut pas conclure.

Exemple. Contre-exemple au cas ou |l = 1.

— l un+1 _ n l -
* Prenons u, = =, alors on a =45 njoo 1. La série (Z n)neN* est divergente.
_ 1 ung1 _ (_n 2 - 1
* Prenons u, = 75, alors on a = = (n+1) n_>—+>oo 1. La série (Zn2)n€N* est
convergente.

Proposition (Régle de Cauchy)

Soient (u,)nen une suite numérique dont aucun terme ne s’annule, telle que:

lim ué = (1.28)

n—+o0o
* 510 < <1, alors (Zun) converge.

* Sil > 1, alors (Eun)neN diverge.

* Sil =1, alors on ne peut pas conclure.

Exemple. Contre-exemple au cas ou | = 1.

1 In(n) 1

1 o oy— . — Sy 1
* Prenons u, = -, alors on a ujy =n"n =e » — 1. La série (Zn)neN* est
n—+00
divergente.
1 2 _2In(n) L.
* Prenons u, = <, alors on aw; =n"n =e n — 1. La série (Z %) est
n n*/neN*
n—-+o0o
convergente.
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Chapitre 2

Suites et séries de fonctions

2.1 Définitions et modes de convergence

Définition (Suite et série de fonctions)

Soit I un intervalle de R. K =R ou C

* On appelle suite de fonctions, notée ( f,,)nen, toute suite de fonctions f,, : [ —»
K telle que, pour tout = € I, la suite (f,,(x))nen est une suite numérique (réelle).

* On appelle série de fonctions, notée <Z J n> toute série telle que pour tout
neN

x € 1, la série <Z fn(a:)> est une série numérique.
neN

Définition (Convergence d’une suite de fonctions)

Soit I un intervalle de R. K =R ou C

* On dit que la suite de fonctions (f,,)nen converge simplement vers la fonction
f: I — K sipour tout = € I:

ful@) 2 (@) (2.1)

* On dit que la suite de fonctions ( f,,),en converge uniformément vers la fonction
f:1 — Ksi:

Sup|fu(z) = flz)] — 0 (2.2)

xel n—-+00

. . , n .
Exemple. La suite de fonctions donnée par f,(x) = T3 pour tout x € R converge sim-
plement vers la fonction nulle, mais pas uniformément. La convergence est en revanche
uniforme sur un segment.
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Définition (Convergence d’une série de fonctions)

Soit I un intervalle de R. K =R ou C

* On dit que la série de fonctions (Z fn> converge simplement vers la fonc-
neN
tion S : I — K si pour tout z € I:

Y fil) —  S(x) (2.3)

* On dit que la série de fonctions (an) converge uniformément vers la
neN
fonction S : [ — K si:

Su x)—S(x — 0 2.4
Sup| 3 ulo) = 5(a)| . (2.4)
* On dit que la série de fonctions (Z fn) converge normalement si la série
neN

numeérique

(Z ||fk||L°°(I)> = (Z Sup !ﬁ(ﬂ?)l) (2.5)
k=0 neN k=0 el neN
converge.

Théoréme (Propriétés de la convergence)

* Si une suite ou série de fonction converge uniformément, alors elle converge
simplement.

* La convergencve uniforme préserve la continuité a la limite, autrement dit, si
(fn)nen est une suite de fonctions continues qui converge uniformément vers une
fonction f, alors f est continue. Ce résultat s’applique a une série de fonctions.

* Si une série de fonctions converge normalement, alors elle converge uniformé-
ment.

Remarque. Ftudier la convergence normale permet de se ramener a l’étude d’une série
numeérique.

T

Exemple. La série de fonction <an> , ot, pour tout x € [0,1], f.(z) = n—T,L converge
neN ’
normalement. On peut méme prouver que sa limite est €*, ce qui donne bien une fonction

continue.
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2.2 Séries de Fourier

Définition (Coefficient et série de Fourier)

Soit f : R — C une fonction 2w —périodique.

* On définit, pour tout n € Z son n-ieme coefficient de Fourier par:

enlf) = % /0 " f@)emdy (2.6)

* On définit la série de Fourier associée a f comme étant la série de fonctions
suivante, pour tout x € R:

Cao). - (For)_ e

k=-n neN

avec, pour tout n € Z et pour tout x € [0,27]: f.(z) = cu(f)e™™.

Remarque. On peut voir la série de fonction indexée sur Z comme ceci:

(X h@) = (fom £ fula) +ka<x>) (28)

Proposition (Convergence d’une série de Fourier)

Soit f : R — C une fonction 27 —périodique de classe C2. Alors la série de Fourier
associée a f converge normalement (donc uniformément) vers f.

Application (Phénomeéne de Gibbs)

La proposition précédente garantit que si 'on cherche a reconstituer une fonction
périodique de classe C? sur R a 'aide de sa série de Fourier, alors le phénomene de
de Gibbs ne va pas se produire, car ce phénomene est propre aux séries de Fourier
convergeant simplement mais non uniformément.
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Partie 11

Fonctions de plusieurs variables
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Chapitre 3

Limites et continuité

Dans tout le chapitre, d désigne un entier naturel non nul, qui est la dimension de 1’espace
dans lequel on travail, et aussi le nombre de variables des fonctions que 'on va étudier.

3.1 Domaines de R

3.1.1 Normes de R

Définition (Norme)

On appelle norme toute application N : R? — R, vérifiant ces trois propriétés:
x Séparation: Si z € R? et N(x) = 0 alors z = 0.

x Homogénéité: Si A € R et x € R, alors N(\-x) = |\|N(x)

x Inégalité triangulaire: Si z,y € R, alors N(z +y) < N(z) + N(y)

Exemple. Voici les exemples les plus classiques de normes en dimension finie.
x Norme euclidienne: ||z||,, := /21 + - + 27
* Norme 1 (ou norme de Manhattan): ||z||, = |z1|+ - + |24

* Norme infinie: ||z||, = Max|zy]|
ke[l,n]

Définition (Normes équivalentes)

Soient Ny, Ny : R* — R, deux normes. On dit que N; et N, sont équivalentes si ils
existent deux constantes C4,Cy > 0 telles que, pour tout = € R%:

CiNi(z) < Na(z) < CoNy(z) (3.1)
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Théoréme (Normes équivalentes en dimension finie)

En dimension finie, toutes les normes sont équivalentes.

Remarque. Cela signifie que dans notre cas ot 'on travaille sur R?, nous pouvons prendre
n'importe quelle norme, notamment pour un calcul de limite, une notion de continuité ou
de différentiabilité.

3.1.2 Ouverts et fermés

Dans cette sous-section, on travaillera avec la norme euclidienne que ’on notera ||-||

Définition (Boule ouverte et boule fermée)
Soit a € R? et 7 > 0. On appelle:

* Boule ouverte de centre a et de rayon r ’ensemble:

B(a,r) = {zeR’:|[z—a|l <r} (3.2)

* Boule fermée de centre a et de rayon r I’ensemble:

Bla,r) = {ze€R’:|jz—a|l <r} (3.3)

Boule ouverte et boule fermée

- ~~

~
______

B(a,r) B(a,r)
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Définition (Ouvert et fermé)

Soit 2 € R%. On dit que € est un ouvert de R? si pour tout a € €, il existe r > 0 tel
que B(a,r) C . Un ensemble est dit fermé si son complémentaire est ouvert.

Exemple d'un ouvert du plan

P

e N
e N
l4 \
”
R \
-, \
25~ 1
77 Y 1
7’
71 @) 1
-,
-, \ U 1
-, SN-”
-, I
-,
- I
pr- - !
- -
R > SO /, Sy
R / \ h A/
P 4 \ 1 [} H
————— — 1 ® 1 /
~ \ 4
N ] \ /,
\\ / ~e2/
Y 4 /
A3 4
N -” /
N /
\ /
\ y’
\ ’
\ ’
\ //
\
1 /’
] ,’
I -
L’

Exemple. Voici quelques exemples d’ouverts ou de fermés:

x Les boules ouvertes sont des ouverts de R?, les bnoules fermées sont des fermés de
R?.

x Un ensemble de la forme |a,b[x]c,d| est un ouvert de R2.

x Le complémentaire d’une boule fermée est un ouvert, en particulier, si a € R?,
R\ {a} est un ouvert de R.

* R est ouvert dans R®.

3.1.3 Domaine de définition d’une fonction

Dans cette sous-section, nous allons voir comment déterminer le domaine de définition
d’une fonction de plusieurs variables.

Le domaine de définition d’une fonction de plusieurs variables et le domaine de R? sur
lequel la fonction est bien définie, et en dehors duquel cette méme fonction ne peut pas
étre correctement définie.

Exemple. Voici quelques exemples en une dimension.
* Le domaine de définition de la fonction x — In(z) est ]0, 4+o00].

* Le domaine de définition de la fonction x — \/x est [0, +o0].
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* Le domaine de définition de la fonction x — 1 est R* =] — oo, 0[U]0, +00].

Avec plusieurs variables, 1'idée est que si 'on rencontre des expressions de la forme
F(f(z1, -+ ,xq)) ou F est une fonction a une variable, alors f(z,y) doit rester dans le
domaine de définition de F'.

Exemple. Plusieurs exemples en plusieurs dimensions:

*x Pour que la fonction (x1,--- ,xq4) — In(f(x1, -+ ,x4)) soit correctement définie, il
faut que f(x1,--- ,x4) > 0.

*x Pour que la fonction (x1,-+- ,xq) — /f(x1, -+ ,2q) soit correctement définie, il

fQUt que f(‘rlv U de) > 0.

x Pour que la fonction (x1,--+ ,xq) —

flzy, - ,xq) #0.

m soit correctement définie, il faut que

Méthode

Afin de déterminer le domaine de définition d’une fonction de plusieurs variables
(X1, ,xq) = f(x1,--- ,24), on peut essayer de suivre cette méthodologie:

* Regarder, dans I'expression de la fonction f, chaque partie faisant intervenir une
expression de la forme F(f(xq1, -+ ,24)), ou F est une fonction d’une variable
ayant un domaine de définition ne correspondant pas a R.

* Pour chacune de ces parties, déterminer le domaine de définition correspondant.

* Le domaine de définition de f est l'intersection des domaines de définition de
ces parties.

Exemple. Afin d’illustrer cette méthode et d’en faciliter la compréhension, nous allons
nous pencher sur un exemple en déterminant le domaine de définition de cette fonction:

f: R?2 —

R
(2,y) — BEtw 2 3y

* On note que l’on a trois parties faisant intervenir les fonctions lohgarithme, inverse
et racine carrée: Un produit entre les fonctions (x,y) — In(x +vy) et (z,y) — %, le

tout additionné avec la fonction (z,y) — /1 — 2% — 3y2.

* Déterminons les domaines de définition de chaque fonction:

- Pour la fonction (z,y) — In(z + y), on exige que x +y > 0, son domaine de
définition est donc {(x,y) € R* : y > —x}.

- Pour la fonction (z,y) — %, on exige que x > 0, son domaine de définition est

donc {(x,y) € R* : x # 0}.

- Pour la fonction (x,y) — /1 — 22 — 3y2, on exige que 1 — 2% — 3y* > 0, son
domaine de définition est donc {(z,y) € R? : 2% + (V/3y)? < 1}.
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* Le domaine de définition de f correspond a l'intersection des trois domaines cités
précédemment.

Dy = {(:p,y) eR?: 22+ (V3y)? <1,y > —z,x# O} (3.4)

On peut également dessiner ce domaine de définition:

- .
1.0y 1.0 !
A |
N
0.5 1 A 0.5 !
\\\ :
0.0 - N 0.0 - i
N )
N, |
—0.5 1 =~ —0.5 1 1
N ]
N 1
-1 0 1 -1 0 1
1.0 1.0 1% !
Y
N |
N
0.5 - 0.5 -
0.0 - 0.0 - !
]
—0.5 —0.5 i <
| N
] A
—1.0 —1.0 - ! S
. . . ! _
-1 0 1 -1 0 1

Figure 3.1: Les domaines de définition des fonctions (z,y) — In(z + y), (z,y) — % et
(x,y) — /1 — 22— 3y? sont représentés respectivement en rouge, vert et orange. Le
domaine de définition de f, qui correspond a l'intersection des trois, est représenté en
noir-gris sur la derniere figure.

3.2 Limites et continuité

Dans cette section, nous allons aborder la notion de limite et de continuité pour une
fonction de plusieurs variables. Tout d’abord, on considerera dans toute cette section une
fonction de la forme:

f: R? — R4
fl(xh e ,I‘d)
(xla e ,.Td) —
fo(z1, -, xq)
le cas particulier ¢ = 1 correspond aux fonctions de la forme:
f: R4 — R
(xla"'axd) — f(xl>"'axd)
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3.2.1 Notion de limite

Définition (Limite d’une fonction de plusieurs variables)

% Soient f:R? — R, a € R% [ € R. On dit que f admet [ pour limite en a si,
pour tout € > 0, il existe § > 0 tel que pour tout x € B(a,d), |f(z) — ] <e.

% Soient f:RY — R?, a € R% [ € R%. On dit que f admet [ pour limite en a si,
pour tout € > 0, il existe § > 0 tel que pour tout x € B(a,d), ||f(z) —1|| < e.
Dans les deux cas, on note:

limf(z) = I (3.5)

Tr—a

ou encore f(x) — [
r—a

Remarques.  x Dire que f(z) — 1 revient a dire que ||f(x) —1|] — 0 lorsque
r—a

llz —1I|| — 0
T—a

* On wutilise dans la définition la norme euclidienne, mais on peut prendre n’importe
quelle norme, puisque toutes les normes sont équivalentes en dimension finie.

* Le deuziéme point de la définition signifie que si |l = (l,---,l;) € RY, alors les
fonctions réelles fi,--- , f, admettent respectivement pour limite ly,--- 1.

Proposition (Opérations sur les limites)

x Fonctions scalaires: Soient f,g: R? — R, a € R 1,1’ € R tels que f(x) — 1

T—ra

et g(x) — I'. On a alors:
T—a

- Somme: f(z)+g(z) — 1+
r—a

- Produit: f(x)-g(x) — -1
r—a

- Quotient: Sil’ # 0, alors fe) 1
9(®@) 5 g !
% Somme de fonctions & valeurs vectorielles: Soient f,g : R? — R?, a € R¢,
[,I' € RY tels que f(x) — let g(x) — I". On a alors f(x) + g(x) — L+ 1.
Tr—a r—a Tr—a

% Composition: Soient f : R? — RY, g : R? — R", a € R% [ € R" tels que
f(z) — let g(x) — I". On a alors g(f(z)) — U’
T—a z—l r—a
gof: RT %4 Re Ly R
a +— | — 1

Exemple. Calculons la limite en (2,0) de la fonction f : (z,y) —> ;g‘jf;Q

x Les fonctions (z,y) — 3 et (z,y) — €Y admettent respectivement 8 et 1 pour
limite lorsque (x,y) — (2,0), donc par produit, la fonction (z,y) — x3e¥ admet
pour limite 8 lorsque (x,y) — (2,0).
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x Les fonctions (z,y) — 2% et (z,y) — y* admettent respectivement 4 et 0 pour
limite lorsque (z,y) — (2,0), donc par somme, la fonction (x,y) — 2 +y* admet
pour limite 4 lorsque (z,y) — (2,0).

x3e¥

* Finalement, par quotient, la fonction f : (x,y) — e

(z,y) — (2,0).

admet pour limite 2 lorsque

3.2.2 Continuité

Définition (Continuité d’une fonction de plusieurs variables)

x Soient f: R — R et a € R% On dit que f est continue en a si f(z) — f(a),
Tr—a
autrement dit, pour tout € > 0, il existe § > 0 tel que pour tout z € B(a,J),

[f(z) = fla)] <e.

x Soient f: R? — R% et a € RY. On dit que f est continue en a si f(z) — f(a),

r—ra

autrement dit, pour tout € > 0, il existe § > 0 tel que pour tout =z € B(a,0),

1f(2) = fla)l] <e.

* Soit Q C RY. On dit que f est continue sur (2 si f est continue en tout point
a € Q. L’ensemble des fonctions continues sur € est noté C°(Q, R) ou C°(Q2, RY)
pour les fonctions & valeurs vectorielles. On trouve aussi C°(Q).

Remarque. Une fonction a valeurs vectorielles est continue si chacune de ses composantes
[’est.

Exemple. Voici quelques exemples de fonctions continues:

x La fonction (z,y) — x est continue sur R?. En effet, si (a,b) € R?, alors on a:

Si l'on veut suivre la définition, pour € > 0, il suffit de prendre 6 = . On montre
de la méme maniére que (z,y) — y est continue sur R

x La norme euclidienne ||-||, est continue sur R?. En effet, si a € R, alors I’inégalité
triangulaire assure que, pour tout x € R%:

<z —all
— 0
r—a

1]l = [lall,]

La encore, si l'on veut suivre la définition, pour € > 0, il suffit de prendre § =
€. Notons que ce résultat est vrai pour n’importe quelle norme, puisque toutes les
normes sont équivalentes en dimension finie.
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Proposition (Opérations sur les fonctions continues)

x Fonctions scalaires: Soient f,g: R? — R continues sur Q2 C R%. On a alors:

- Somme: f + g est continue sur §2.
- Produit: f - g est continue sur ).
- Quotient: Si g ne s’annule pas sur €2, alors g est continue sur €.
% Somme de fonctions & valeurs vectorielles: Soient f,g : RY — R? continues
sur Q C R Alors f + g est continue sur €.

% Composition: Soient f : R? — RY, g : R? — R" continues. Alors g o f est
continue.
gof: RO Ly R 4, R
z — f(z) — g(f(2))

Exemple. Voici quelques exemples:

* Si I et J sont deuz intervalles de R, p : I — R et ¢y : J — R sont continues
alors la fonction (x,y) — @(x)Y(y) est continue sur I x J.

* La norme euclidienne est continue sur R? car les fonctions x — 2 sont continues
sur R comme fonctions polynomiales, puis par somme, la fonction x — 2+ - -+x3
est continue sur R%, enfin, la continuité de la racine carrée assure que ||||, est
continue sur R?.

Proposition (Fonction continue et chemin)

Soient f : RY — R%, a € R% et v : [0,1] — R? tel que v(0) = a. Si f est continue
en a, alors:

f(y(@®) — fla) (3.6)

Remarque. Cette proposition est tres utile pour montrer qu’une fonction n’est pas continue
en un point. En effet, il suffit de trouver UN SEUL chemin v : [0,1] — R tel que
t — f(y(t)) ne tende pas vers f(a) lorsque t tend vers 0.

Exemple. Soit d > 1. considérons la fonction:

f: RY — R?
. si x#0

Considérons le chemin y(t) = (t,--- ,t). On a alors:
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=0 a

Donc f n’est pas continue en 0.

3.3 Cas pratique: fonction scalaire de deux variables
Concentrons-nous maintenant sur des fonctions de la forme

f: R — R
(z,y) — flz,y)

L’idée est de savoir comment montrer que f est coninue ou non en un point (a,b) € R2.

Méthode

Pour étudier la continuité de f en (a,b), deux options s’offrent a nous:

* [ est continue en (a,b): Dans ce cas, on montre que |f(z,y) — f(a,b)| tend vers
0 lorsque |(z,y) — (a,b)| tend vers 0.

* [ n’est pas continue en (a, b): Dans ce cas, on trouve un chemin ¢ — (z(t), y(¢))
tel que t — f(x(t),y(t)) tende vers une limite différente de f(a,b).

Attention !!!

Pour dire quune fonction f : R? — R est continue, dire que les fonctions = +——
f(z,y) et y — f(x,y) sont continues, respectivement pour tous z,y € R fixés ne
suffit pas.

Exemple. Traitons deuz cas de figure.

* Considérons la fonction

f: R — R
zy

(ry) {¢= s () #(0.0)
| 0 si (z,y)=/(0,0)

On a:
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|f(z,y) — f(0,0)] = \/Ty?

Or, on a |z, |y| < /2? +y? donc:
V2 +y22

x? + y?
< VRt
— 0
(z,y)—(0,0)

Donc f est continue en (0,0).
Remarque. On peut méme faire un changement de variable en coordonées polaires
(x,y) = (rcos(0),rsin(f)) et se ramener a étudier la limite r — 0.

N
N
BN RERRN
T RSN
KNI AR
euenst i unt iigauutir, |
NS STTEPEL s
SIS,
S S S S %, s U )
2 141
R TS S L
SIS 7
% 4

%

L!url).l_-oi—‘l\)w
fix,y)

Figure 3.2: Fonction continue en (0, 0)
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* Considérons a présent la fonction

fooR — ¢
mf_ny si (z,y) # (0,0)
(z,y) { 6 st (z,y)=(0,0)

Soit t > 0. On prend le chemin (t) = (t,t). On a alors:
t2
t,t = —
1
2
— ! #0
t—=0 2

Donc f n’est pas continue en (0,0).

Yy
x2+y2

On en peut pas prolonger la fonction (x,y) —
en une fonction continue sur R* (en effet, on peut montrer que f(0,t) P 0).
%

— (1)

[ 1.00
et
s etetigtiss!

s 0.50

5 s 0.25
ko555 S

I ;
35557 0.00
\ % 4 S

o ~0.25 =

,,,;”’,',';Z'/ —-0.50

-1.00 —-0.75

-0.75
-0. -1.00
7%.OO
X 55 §-
0
ors 7_§_5—é).2% y
1.00_; o¢"
Figure 3.3: Fonction non continue en (0, 0)
2023-2024

Maxime BOUCHEREAU 34



Chapitre 4

Calcul différentiel

Le but de ce (long) chapitre est de généraliser la notion de dérivabilité ainsi que de dérivée
pour les fonctions de plusieurs variables. Tout comme dans le cas d'une fonction d’une
variable réelle, on peut appliquer les outils développés a 1’étude d’extrema d’une fonction
de plusieurs variables.

Dans ce chapitre, nous travaillerons avec des fonctions de la forme

f: R4 — R
fl(‘r17 e 7$d)
R g z
fq(l’l, . 7l’d)
qui sont des fonctions a valeurs vectorielles, ou bien des fonctions de la forme:
f: R — R
(@1, ,2a) — flan, -+, 24)

qui sont des fonctions a valeurs scalaires.

4.1 Dérivées directionnelles et partielles

4.1.1 Dérivée directionnelle

Définition (Dérivée directionnelle)

Soient Q C R? un ouvert, f : Q — R9, a € Q et v € R On dit que f admet une
dérivée directionnelle au point a dans la direction v si la limite

1o flat o) — f(a)
h—0 h

existe et est finie. On note dans ce cas:

_ . flat ) — f(a)
Dyf(a) = lim : (4.1)
Remarque. * Le fait de travailler sur un ouvert permet d’éviter tout probléme au bord

(autrement dit, on peut toujours s’insérer dans une boule au voisinage de a)
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* Dire que f admet une dérivée directionnelle en a dans la direction v signifie que la
fonction t — f(a + tv) est dérivable en 0.

Exemple. Considérons la fonction f : (z,y) — { —yx ] On a, pour h #0:

il ]
- [4]

Du1yf(0,0) = {_11} (4.2)

f<h7 h) — f(()?O)
h

En passant a la limite h — 0, on obtient

4.1.2 Dérivée partielle

Définition (Dérivée partielle)

Soient 2 C RY un ouvert, f: Q2 — RY, a € Qet k € [1,d]. On dit que f admet une
dérivée partielle au point a par rapport a z; (ou encore k-ieme dérivée partielle) si
la limite

D., f(a) = limf(CH—hek) — fle)

lim . (4.3)

existe et est finie (ol ey, est le k-itme vecteur de la base canonique de R%. On note
dans ce cas:

of fla+ hey) — f(a)
——(a) = lim 4.4
8a:k( ) h—0 h (4:4)
Remarque. * On trouwve parfois la notation Ok f(a) ou encore Oy, f(a) pour exprimer
la k-ieme dérivée partielle.
x Concrétement, on a, st a = (a1, ,aq):

af(a aq) lim— | f( ag—1,ar + h,a )

- e — 1 — a e - e Q

axk 1, y Ud h%oh 1, y We—1, Wk s Wk+1, s Ud

- f(ala"' y Q—1, Aky Ay 1, " * 7ad)

* Dans le cas d’une fonction f a valeurs vectorielles, si f admet une dérivée partielle
en a par rapport a xy, alors on a

2 (a)
oxy,
2(a)
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Méthode

Pour calculer la dérivée partielle selon z;, d’une fonction (xy, - -+, zx) — f(z1,- -, xp),
on "gele” les variables x1, - -+, xp_1, Tpi1,- - - , x4 €t on dérive la fonction d’une variable
xp —> f(T1, -+, Tk_1, Tk, Tht1, - ,Tq). Lorsque la fonction est a priori mal définie
en un point, on peut revenir a la définition pour calculer la dérivée partielle.

Exemple. * On souhaite calculer les deux dérivées partielles de la fonction f : (x,y) —
22 + ze¥ + sin(y):

- Premiére dérivée partielle: Fixons la variable y, on dérive la fonction
r — 22 + xe¥ +sin(y). Les quantités ¢¥ et sin(y) se comportent comme des
constantes, et on a ainsi.

%(l’,y) = 2x+¢€Y (4.6)

- Seconde dérivée partielle: Fixons la variable x, on dérive la fonction y
% + ze¥ + sin(y). Les quantités 2% et x se comportent comme des constantes,
et on a ainsi:

g—‘g(x,y) = xe’ + cos(y) (4.7)

* Considérons maintenant cet exemple:

f: R — R

(ty) s {\/yTy si (x,y) # (0,0)
’ 0 si (x,y) = (0,0)

On note que f(z,y) ( ﬁ : 0 (donc f est continue en (0,0)) et on veut calculer
z,y)—(0,0

la dérivée partielle en x en (0,0). On revient a la définition:

f(h,()) B f(0,0)

. = 0

Donc, en passant a la limite h — 0, on a
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Proposition (Opérations sur les dérivées partielles)

Soient Q C R? un ouvert, a € Q et f,g : @ — R admettant chacune une dérivée
partielle selon z; en a. On a alors:

* Somme: f + g admet une dérivée partielle en a selon xy et

of+g), . _ 9f 9y
&m ((l> B 8$k @)+ 8:% (Cl>
* Produit: f - g admet une dérivée partielle en a selon xj et

af-9)
(%vk

af

8.’L’k

@ = F0)2(@)+ ga)

8:ck

(@)
* Inverse: Si f(a) # 0, alors % admet une dérivée partielle en a selon zj, et

1

Dy = __L_0f
a_%<a) - f(a)Qﬁxk(a)

* Composition: Si ¢ : R — R est dérivable alors ¢ o f admet une dérivée
partielle en a selon xj, et:

d(po f) )
8—90;9(@) = p (f(a))a—%(a)

Remarque. Le premier point de cette proposition (somme de fonctions) s’applique aux
fonctions vectorielles.
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4.2 Fonctions différentiables

4.2.1 Différentielle d’une fonction

Définition-Théoreme (Fonction différentiable et différentielle)

* Soient  C R? un ouvert, a € Q et soit f : @ — R% f est dite différentiable
en q si ils existent une application linéaire L, : R — RY et une fonction
e : RY — R tels que, pour tout h € R? proche de 0, on a:

fla+h) = fla)+La-h+||R]|e(h) (4.8)
et:
}lli_>rrée(h) = 0 (4.9)

* Si une telle application L, existe, alors elle est unique et est appelée la différen-
tielle de f en a, on la note df(a) (ou encore Df(a)).

Remarques. * La norme ||-|| choisie n’a pas d’importance, puisque nous sommes tou-
jours en dimension finie, la ou les normes sont équivalentes.

* Dire que f est différentiable en a revient a dire qu’il existe une application linéaire
L, :R* — RY telle que

) 1
llgr(l)w fla+h)—f(a)—Ls-h| = 0. (4.10)

D’ailleurs, dire que h est proche de 0 signifie que [’on peut le considérer aussi petit
que nécéssaire (au sens de la norme) avant de le faire tendre vers 0.

Exemple. Considérons la fonction f : (z,y) — 2> + (1 + y)?. Regardons si f est dif-
férentiable en (0,0). Soit h = (hy, h,) € R%. On a:

f(hvk) = h?c+(1+hy)2
= hi+1+2h,+h
f(0,0) +0-h+2-k+||(ha, hy)| £(ha, by)

avec €(h) = ||h||. Cette fonction tend bien vers 0 lorsque h tend vers 0, donc f est
bien différentiable en (0,0) et sa différentielle en ce pointe est donnée par:

df(ov 0) ' (hxv hy) = th

Maxime BOUCHEREAU 39 2023-2024



OM3 - L2 PCSTM Université de Rennes

Proposition

Soient 2 C R? un ouvert, a € Q et f: Q — RY. Si f est différentiable en a, alors
elle est continue en a.

Définition (Matrice jacobienne)

Soient f : RY — R? et a € R% Si f admet des dérivées partielles en a, alors on
définit la matrice jacobienne de f en a et on note Jac(f)(a) la matrice a ¢ lignes et
d colonnes définie par:

o Ee o e
Jac(f)(a) = | O o o (4.11)
(@) git@) - 5(a)
Remarque. * On peut parfois trouver la notation H(a) ou encore cette derniere:
Jac (H) (a)

* On peut représenter Jac(f)(a) en écrivant ses colonnes:

| of of af
Jac(f)(a) = { 5o (@) 5 | axd(a)} (4.12)
* Dans beaucoup de documents, pour décrire la formule

fl(xlu e 7'1;(1)
f(xh”' 7xd) = ) (4]‘3)

folz1, -+ 2a)

c’est la notation

f(xlv U 7xd> = (fl(xlv e 7$d)7 te 7fq(x17 e 7xd>) (4'14)

qui sera utilsée

Exemple. Considérons la fonction

fri(zy) — (2% ye" +2sin(y),z —y)
22
= ye® + 2sin(y)

r—yY
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Sa jacobienne en (x,y, z) est donnée par:

Jac(f)(z,y) = _g_£<x’y)

g—“;(x, y)}

= | ye®© e"+2cos(y) (4.15)

Théoreme (Différentielle et matrice jacobienne)

Soient f : R? — R? et a € R% Si f ets différentiable en a, alors f admet des dérivées
partielles en a et sa différentielle en a est donnée par

df(a)-h = Jac(f)(a)h

_ 9f of of

= axl (a)h1 -+ 6.772 (a)h2 —+ -+ axd ((I)hd (416)
o) f@ - L@ [

| a2 FE2(a) 52 (a) ha
2(a) F2(a) - g2(a) ha

Remarque. Par abus de notation, on note parfois df(a) = Jac(f)(a), autrement dit, on
identifie la matrice a son application linéaire cannoniquement associce.

Attention !!!

La réciproque n’est pas vraie. Une fonction peut admettre des dérivées partielles sans
étre différentiable.

Exemple. Considérons la fonction:

f: Rt — R
e o gt #EF0
0 st =0

On peut montrer que les dérivées partielles de f valent O dans toutes les directions. Si
f est différentiable en 0, alors sa différentielle en 0 vaut 0, donc on a

f(h) = hlle(h)
avec
hy---hy
e(h) = ——— 4.17
T e
On peut montrer que, si t > 0, alors e(t,--- ,1) = ﬁ Q +00. Donc f n’est pas

différentiable en 0. D’ailleurs, elle n’est méme pas continue en 0.

Maxime BOUCHEREAU 41 2023-2024



OM3 - L2 PCSTM Université de Rennes

4.2.2 Propriétés de la différentielle

4.2.2.1 Somme, produit, inverse

Théoréme (Opérations sur les différentielles)

Soient 2 C R? un ouvert, a € ), f : Q@ — R différentiables en a. On a alors:

* Somme: f + g différentiable en a et

d(f +g)(a) = df(a)+dg(a)

* Produit: f - g est différentiable en a et:

d(fg)(a) = fla)dg(a)+g(a)df(a)

* Inverse: Si f(a) # 0, alors % est différentiable en a et

1(7)@ = —papis@

Remarques. * Le premier point de cette proposition (somme de fonctions) s’applique
auz fonctions vectorielles.

* Une fonction polynomiale, affine, exponentielle, de type x — xy, Sinus, cosinus...
sera toujours différentiable sur R?.

* On peut remplacer les différentielles par les matrices jacobiennes, cela n’a pas d’impo-

rtance.
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4.2.2.2 Composition

Théoréme (Différentielle d’une composée de fonctions)

Soient Q C R% et U C R? des ouverts, a € Q et f,g : Q@ — R différentiables en a.
On a alors. Soient 2 C R? un ouvert, a € Q, f : © — RY différentiable en a et

g : U — R" différentiable en f(a) avec f(a) € U. Alors la composée g o f définie
comme cecl:

gof: RE L» Re 4, R
r — f(z) — g(f(z))
est différentiable en a et on a:

d(go f)(a) = dg(f(a))odf(a) (4.18)

en terme de matrices jacobiennes, on a:

Jac(go f)(a) = Jac(g)(f(a)) - Jac(f)(a) (4.19)

Exemple. Considérons la fonction f : (z,y) — (=52, €%). Soit g : (u,v) — g(u,v) une
fonction différentiable sur R? & valeurs dans R. Calculons les dérivées partielles de g o f
selon x et y en fonction des dérivées partielles de g selon u et v.

* Premaere stratégie: Méthode maive. On pourrait calculer g o f directement,
donnant, pour tout (z,y) € R?:

(go f)(z,y) = g(=y ") (4.20)

puis calculer directement les dérivées partielles, mais cette technique présente [’incon-
vénient d’étre exigente en calculs, en particulier si g est explicitement donnée (donc

si lon doit tout calculer a la main), ou méme si l’espace de départ ou d’arrivée est
de dimension plus grande.

* Seconde stratégie: Utilisation du théoréme. On peut faire appel au théoréme.
Cette méthode présente l’avantage de ne pas nécéssiter un calcul explicite de g o f

pour calculer les dérivées partielles, ce qui limite le risque d’erreurs de calcul. On a
ainsi, pour tout (z,y) € R:

Jac(go f)(z,y) = Jac(g)(f(z,y)) - Jac(f)(z,y)

O (g, y) 2i(z,y)
= [ 99(f(g 9(f(x | )
= [#U@y) FEy) ] [%w) %@,w]
e 0
= [ 2 2y, e) ]

= [ %(—v2e") FE(—v*e) |- { 0 =2y ]
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Application (Regle de la chaine)

Soient f : RY — R différentiable en tout point de RY I un intervalle de R et
u : I — R une fonction dérivable sur I. Alors la fonction f o u, définie de cette
facon:

fou: I % R Ly R
t — ut) — f(u(t))

est dérivable sur I et sa dérivée est donnée, pour tout ¢t € I, par:

(fou)(t) = df(u(t))-u(t) (4.21)
_ m(t)g—i(u(t)) PR Ud(t)aa—a{;(u(t))

Exemple. Soit la fonction f : (x,y) — e®+y*. Considérons la fonction p : t — f(t,?).
On a donc, pour tout t € R:

p(t) = f(t.t)

Ainsi, la régle de la chaine assure que, puisque f est différentiable sur R? et t — (t,?)
est dérivable sur R, alors ¢ est dérivable sur R et sa dérivée est donnée, pour tout t € R,
par:

1-e' +4(82)° - (#)*
= el 4™ (4.22)

©'(t)

4.2.2.3 Fonctions de classe C!

Définition (Fonction de classe C')

Soient Q C R? un ouvert et f : R — R?. On dit que f est de classe C! sur Q si f
admet des dérivées partielles sur € et si celles-ci y sont continues. On note C!(€, R?)
I’espace des fonctions de classe C*

Remarque. On peut aussi parler de classe C* au voisinage d’un point si la fonction y
ademt des dérivées partielles et si celles-ci sont continues en ce point.

Exemple. La fonction f : (z,y) — e*—xy? est de classe C* sur R?. En effet, ses dérivées
partielles sont, pour tout (x,y) € R?: % D (z,y) — e — 1y et g—i s (z,y) — —2zy. Ces
fonctions sont bien continues sur R?
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Théoréme (Propriétés des fonctions de classe C')

x Toute fonction de classe C' sur un ouvert (resp. au voisinage d’un point) est
continue sur cet ouvert (resp. en ce point).

* Toute fonction de classe C' sur un ouvert est différentiable et sa différentielle
est continue.

Remarques. x Tout comme le caractére différentiable, le caractére C' est stable par
somme, multiplication, inverse (sous réserve de non-annulation), composition...

x On peut également dire que f : Q — RY est de classe C' si la fonction x +—
Jac(f)(z) est continue de R? vers M, q4(R).

Résumé

Concretement, on a au voisinage d’un point ou sur un ouvert:

Caractere C!' = Différentiabilité = Existence de dérivées partielles

Y

Continuité
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4.3 Dérivées d’ordre supérieur

4.3.1 Différentielle d’ordre supérieur

Définition (Différentiabilité et différentielle d’ordre supérieur)

On donne uné définition récursive de la différentiablilité d’ordre supérieur.

* Soient 2 C R? un ouvert et a € 2. On dit que f est k fois différentiable en «
si f est (k — 1)-fois différentiable en a et si I'application

d* 1 f(a) : R* — L(R? x --- x R% RY)
N ———’
k — 1 fois

(application (k — 1)-linéaire) est différentiable en a. On note:
d*f(a) : R — L(R? x - -+ x R RY)
— —
k fois

la différentielle de cette application, que I'on appelle différentielle d’ordre k.

* On dit que f est k fois différentiable sur (2 si elle est k fois différentiable en
tout point de €.

% On dit que f est de classe C* sur Q si f est différentiable et si
df € C*1(Q, L(R?,R?)). On note f € C*(Q,RY), et que f est de classe C* sur
Q si f est de classe C* pour tout k € N. On note f € C*°(9, RY).

Résumé
Concretement, on a:
f:Q— R
d|
f différentiable df : Q — L(RYRY)
dl
f 2 fois différentiable d?f : Q — L(R? x R4, RY)
d]
d]
f (k —1) fois différentiable d*~'f:Q — L(R? x --- x R% R9)
—_————
(k—1) fois
d|
f k fois différentiable d¥f: Q — L(RY x -+ x RY RY)
————
k fois
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4.3.2 Différentielle d’ordre deux

Dans cette sous-section, on va se restreindre aux fonctions f : R? — R (i.e. a valeurs
scalaires), et uniquemement aux fonctions deux fois différentiables.

4.3.2.1 Dérivées partielles d’ordre deux, hessienne

Définition (Dérivée partielle d’ordre 2)

Soient Q C R? un ouvert, a € R? et f : Q — R admettant des dérivées partielles

dans toutes les directions sur 2. On dit que f admet des dérivées partielles secondes

dans la direction z; puis x; en a (ot ¢, j € [1,d] si la fonction % admet une dérivée
o2 f

partielle selon la direction x; en a. On note cette dérivée partielle seconde 57— (a).
7 )

Attention !!!

A priori, on ne peut pas intervertir 'ordre des dérivées partielles

Exemple. Considérons la fonction

f: R — R

ay(z®—y?)

.
2

On peut montrer que f est de classe C' sur R? et que, pour tout (z,y) € R?:

a—f(;g " 4228 + gt — o
ox ' (22 4 y?2)?
of x® — xyt — 4a3y?
dy (22 +y?)
Un calcul (via les limites) montre que:
0*f
0,0) =1
a:L,@y( ,0)
O f
I (0,0) = -1
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Définition (Matrice hessienne)

Soient 0 C R? un ouvert, a € R? et f : @ — R admettant des dérivées partielles
secondes dans toutes les directions en a. On appelle la matrice hessienne de f en «a
et on note H(f)(a) la matrice a d lignes et d colonnes définie par:

— 2 2 2
550 ggm(a) o god(a)
Pr (q) L) - ZL(a)
Ox2071 0z2 Or20x
H(f)(a) = o (4.23)
" » .
L Bxdgxl (a) 893(1{{'[2 (a> o 3_933‘21‘(0/)
i
_81'1'an i

Remarque. On trouve paerfois la notation Hess(f)(a)

Exemple. La fonction f : (x,y) — x%eY admet des dérivées partielles d’ordre 2 dans
toutes les directions. La matrice hessienne de cette fonction est donnée, pour tout (x,y) €
R?, par:

Yy Yy
2e 2xe ] (4.24)

@) = | e 50

Proposition (Fonction deux fois différentiable)

Soient 2 C R? un ouvert, a € R et f : Q@ — R deux fois différentiable en a. Alors
f admet des dérivées partielles d’ordre 2 selon toutes les directions (x;,x;) (avec
i,j € [1,n]) et sa différentielle seconde en a est donnée par:

d2f(a) : REx R —» R
(h,k) +— BT -H(f)(a)- k

autrement dit, pour tout (h, k) € R? x R%:

0*f 0% f 0*f
2 f— — — DY
d f(CL) = 8;[;% (a)h1k1 + 61'16[[2 (a)h1k2 + -+ axlaxQ (a)hlk:d
o0 f 0 f 0*f
+ 833'2(93:'1 (a)h2k1 + _al'% (a)h2k2 S 999 S 8x28xd (a)hgkd
02 f 02 f o2 f
+ 8xd8x1 (a)hdkl -+ axdax2 (a)hdk:2 —+ o+ Taﬁ(a)hdkd

Remarque. Comme avec la jacobienne, on peut, par abus de notation, affirmer que
d®f(a) = H(f)(a) (on fait une équivalence entre une forme bilinéaire et sa matrice asso-

ciée).
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4.3.2.2 Fonction de classe C? et théoréeme de Schwarz

Définition (Fonction de classe C?)

Soient 2 C R? un ouvert et f :  — R. On dit que f est de classe C? sur 2 si f est
deux fois différentiable sur € et si sa différentielle seconde x — d?f(x) est continue
sur 2. On note f € C?(Q, R).

Proposition (Fonction de classe C? et dérivées partielles)

f:Q — R est de classe C? si et seulement si f admet des dérivées partielles d’ordre
1 et 2 par rapport a toutes les variables en tout point de €2, et si ces dérivées partielles
sont toutes continues sur §2.

Théoréme (Théoréme de Schwarz)

Soient 2 C R% un ouvert, a € Q et f: Q — R. Si f est de classe C? au voisinage de
a, alors, pour tous i,j € [1,d], on a:

I @ = L
8xi8mj N 6:1:]8901

(4.25)

cela signifie que l'on peut intervertir l'ordre des dérivées et que H(f)(a) est une
matrice symétrique de M4(R).

Remarques. % Ce théoréme permet, lorsque f est de classe C%, d’économiser des cal-
culs de dérivées partielles secondes.

* Dire que f admet des dérivées partielles au voisinage de a signifie par que ces
dérivées partielles sont admises sur une boule ouverte centrée en a pour un rayon
suffisament petit.

Exemple. Considérons la fonction f : (x,y,z) — zy* + sin(z). f admet des dérivées
partielles d’ordre 1 et 2 par rapport a toutes les variables en tout point de R? et celles-ci
sont bien continues sur R3. En vertu du théoréme de Schwarz, on a donc, pour tout

(1,9,2) € R3:

0 2 0
H(f)(z,y,2) = |2y 2¢O
0 0 —sin(z)
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4.3.2.3 Formule de Taylor-Young a ’ordre deux

On va, dans cette sous-section, généraliser la formule de Taylor-Young connue pour une
fonction a une variable, a une fonction a plusieurs variables, a 'ordre 2.

Théoréme (Formule de Taylor-Young a 1’ordre 2)

Soient 2 C R% un ouvert, a € Q et f : @ — R de classe C2. Si h est assez proche de
0 (par exemple situé sur une boule ouverte de rayon suffisament petit), alors on a:

flath) = fa)+df(a) ht s f(a)- (b B)+ IhIPe(h)  (426)

ou €(h) — 0. On peut également écrire:
—

fla+h) = f(a)+JaC(f)(a)'h+%hT'H(f)(a)-h+|\hH2€(h) (4.27)

Remarques. * La-encore, on peut prendre n’importe quelle norme, car elles sont toutes
équivalentes en dimension finie.

% On fait une approzimation & Uordre 2 (termes quadratiques). Le terme ||h||* e(h)
contient tous les autres termes (i.e. de degré supérieur).

Méthode

Concretement, on a:

_ of of
flath) = Jla) 8:1:1( a)hy + -+ 8_xd( a)hg
Terme constant (ordre 0) ~~ -

Dérivées premieres (ordre 1)

= 3 (Gt S W)/

dx? ox?
Dérivées secondes identiques (ordre 2)
O f O f
+ (&)hlhz GF oo TF —(a)hd,lhd
021014 0x4_10%4
Dérivées secondes croisées (ordre 2)
2
+ [|hl]"e(h)
—_———
Reste

Exemple. Considérons la fonction f : (z,y) — x*> + zy +¢¥. f est de classe C* sur R
On a:

Jac(f)(0,0) = [0 1]
OO = [T 1]
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Ainsi, en vertu de la formule de Taylor-Young, on a, pour tout (h,k) € R? proche de
(0,0):

2

k
f(h k) = 1+k+h2+hk+5+ |(h, k)|)* e(h, k)

avec:

4.3.2.4 Points critiques

L’objectif de cette sous-section est de généraliser la notion d’extremum (minimum, max-
imum) a une fonction a plusieurs variables.

Définition (Point critique)

Soient 2 C R% un ouvert, a € Q et f: Q@ — R. On dit que a est un point critique
de f si f est différentiable en a et si df(a) = 0. On dit que:

x a est un minimul local si pour tout A € R? proche de 0, f(a + h) > f(a).
* a est un maximum local si pour tout A € R? proche de 0, f(a+ h) < f(a).

* a est un point col (ou point selle) a est minimum ou maximum local selon la
direction.

Proposition (Nature d’un point critique)

Soient Q C R, f:Q — R et a € Q un point critique.

* Si toutes les valeurs propres de H(f)(a) sont strictement positives, alors a est
un minimum local.

* Si toutes les valeurs propres de H(f)(a) sont strictement négatives, alors a est
un maximum local.

* Si toutes les valeurs propres de H(f)(a) sont toutes non nulles mais de signe
différent, alors a est un point col.

* Si une valeur propre de H(f)(a) est nulle, alors on ne peut pas conclure.

Maxime BOUCHEREAU 51 2023-2024



OM3 - L2 PCSTM Université de Rennes

4.4 Cas pratique: fonction scalaire de deux variables

Le but de cette section est de se focaliser sur ’étude des fonctions de deux variables de la
forme:

f: R — R
(z,y) — flz,y)
L’idée est de savoir:

* Montrer que f admet des dérivées partielles en un point ou non.
* Montrer que f est différentiable ou non en un point.
x Montrer que f est de classe C! ou non au voisinage d’un point.

* Etdudier les points critiques de f.

4.4.1 Etude de la différentiabilité ou du caractere C!

4.4.1.1 Dérivées partielles

Méthode

Pour le calcul de dérivées partielles, deux cas de figure peuvent se présenter:

* Calcul direct: La fonction est bien définie en le point dont on veut calculer
les dérivées partielles et on procede a un calcul direct par calcul "standard” de
dérivées.

* Calcul via une limite: La fonction est a priori mal définie en le point et calculer
une dérivée partielle en ce point serait trop compliqué. On calcule donc la ou
les dérivées partielle.s via une limite:

fla+ h,b) — f(a,b) of

- h = @Y
}JL% k = 3,V

Exemple. Illustrons le calcul via une limite. Considérons la fonction:

fooR — 8
£ s (@) £ (0,0)
(z,y) — { o s (z,y) = (0,0)

On veut calculer les dérivées partielles en (0,0), via un calcul de limite. On a ainsi:

f(h’ O) — f(0,0)
h

f(ov k) B f(0,0)
k

Maxime BOUCHEREAU 52 2023-2024



OM3 - L2 PCSTM Université de Rennes

donc, en passant aux limites h — 0 et k — 0, on trouve:

of _of _
5, (0:0) = 8—y(0,0) =0

. Donc [ admet des dérivées partielles en (0,0).

4.4.1.2 Différentiabilité

Proposition (Différentiabilité d’une fonction de deux variables)

Si f est différentiable en (a,b), alors f admet des dérivées partielles en (a, b) selon x
et y et on a:

Fla+hb+k) — f(a,b) — df(a,b) - (h k)
10| T AL &2

Remarque. Ce calcul de limite correspond a celui de la fonction e(h, k) introduite dans la
définition de la différentiabilité.

Méthode
Pour déterminer si f est différentiable ou non en (a,b), deux cas de figure se présen-

tent:
* [ est différentiable en (a,b): Dans ce cas, on doit bien montrer que:
fla+h,b+k) — f(a,b) — 3L(a,b)h — ZL(a,b)k

lim =0

(h,k)—(0,0) vV h? + k2

* f n’est pas différentiable en (a,b): On trouve UN chemin ¢ — (x(t),y(t)) tel
que (.’L’(t),y(t)) Q (070)

limf(a +2(t),b+y(t)) — f(a,b) — gh(a, b)a(t) — 5 (a, b)y(t)

0
& COERTOL '

Exemple. Nous allons donner deux exemples de fonctions, l'une étant différentiable, l'autre
non:

* Considérons la fonction:

f: R — R
G0 s (a,y) #(0,0)
) { 0" s )= (0.0)
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On montre facilement que f est continue en (0,0). Un calcul de dérivées partielles
montre que %(O, 0) = 2—5(0,0) = 0. Regardons si f est différentiable en (0,0). Si
c’est la cas, alors on a df(0,0) = (0,0) et, comme f(0,0) =0, on doit avoir:

fhk)

Vh2 4+ k2 (hk)—(0,0)

soit:

(hk)?
(h?2 + k)2 (hk)—=(0,0)

On sait que, pour tout (h,k) € R?, |hl|, |k| < Vh2+ k2, donc:

|k |2 _ |2 K]
(h2+k2 (B2 k2)E
(02 +K)?
(h+ k2)3
= VR2+R?

0
(h,k)—(0,0)

N

donc f est différentiable en (0,0).

* Considérons la fonction:

f Rz — R
i Hssi (2,y) #(0,0)
(z.9) — { si (z,y) = (0,0)

On montre facilement que [ est continue en (0,0). Un calcul de dérivées partielles
montre que %(O, 0) = 2—5(0,0) = 0. Regardons si f est différentiable en (0,0). Si
c’est la cas, alors on a df(0,0) = (0,0) et, comme f(0,0) =0, on doit avoir:

fhk)
VhZ+ k2 (hk)—(00)

sout:

hk?
— — 0
(h2 +k?)z  (hk)=(0,0)

Prenons (x(t),y(t)) = (t,t), avec t > 0, on a:
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fety
V2412 V213
1

=0 2

donc f n’est pas différentiable en (0,0).

4.4.1.3 Caractere C!

Montrer le carcatéere C' d’une fonction revient & mobtrer la continuité des dérivées par-
tielles, donc la méthode est similmaire a ce qui se fait pour montrer la continuité d’une
fonction.

Méthode

Pour déterminer si f est de classe C' ou non au voisinage de (a,b), on doit d’abord
calculer les dérivées partielles en (a,b) et en dehors de (a,b). Ensuite, deux cas de
figure se présentent:

x [ est de classe C! au voisinage de (a,b): Dans ce cas, on doit bien montrer que:

: of _of
(h,kl)lg%o,ma_xm b = oz (a,5)

: of _of
(h,kl)gr%o,o)(‘?_y(a FBSE) = Jy (a,5)

* f n’est pas différentiable en (a,b): On trouve UN chemin ¢t — (x(t), y(t)) tel
que (I(t),y(t)) Q (070)

. Of of

i (a4 2.0+ 90) # (a0
0 0

i @+ a0+ 00) # Fan)
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Exemple. Nous allons donner deux exemples de fonctions, l'une étant de classe C' au
voisinage d’un point, l’autre non.

* Considérons la fonction:

f: R — R
zy(z?—y?) ;

x’ x2+y2 St (
(z,y) — { J .

On montre facilement que f est continue en (0,0). Un calcul de dérivées partielles
montre que %(O, 0) = 2—5(0, 0) =0 et, pour tout (z,y) # (0,0):

of y(de?y? + 2t —yt

R PRy
of a(—4atyP 4ot — )
a_y(x7 y) - (SC2 + yg)g

On montre facilement que f est différentiable en (0,0). Regardons si f est de classe
C! au voisinage de (0,0). D’une part, on a, pour (h,k) € R? suffisament proche de

(0,0):
’%(h, k)‘ < |k| (4h*k* + h* + k%)
oz (h? + k2)2
o IRL(AM? + R + (B2 + k)% + (h° + k%))
h (h? + k2)2
< 6k

d’autre part, une estimation similaire montre que:

of

—(h,k)| < 6|h

) < o

Donc:

. af

1 L =
(h,k)lgzo,o) Ox (h, k) 0

. of

1 2 (hk) =
<h,k>13%o,o>8y< k) 0

donc f est de classe C* au voisinage de (0,0).
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* Considérons la fonction:

f: R — R
. Ty cos (ﬁ) si (z,y) # (0,0)
(@y) — { 0 si (z,y) = (0,0)

On montre facilement que f est continue en (0,0). Un calcul de dérivées partielles
montre que %(O, 0) =0 et, pour tout (z,y) # (0,0):

8_f( ) = 1 n 222 o 1
or Y T VT ) T @ M\t

On montre facilement que f est différentiable en (0,0). Regardons si f est de classe
C' au voisinage de (0,0). Prenons le chemin (z(t),y(t)) = (¢,t) pour t > 0:

af 1 1 . 1
%(t,t) =t |:COS (2—]?) + o2 Sin (2—152)]

Cette quantité n'a pas de limite lorsque t — 0, donc f n'est pas de classe C' au
voisinage de (0,0).

4.4.2 Formule de Taylor-Young et points critiques

Dans cette sous-section, nous allons donner une méthode afin de déterminer la nature
d’un point critique d’une fonction de deux variables.

Proposition (Formule de Taylor-Young pour une fonction de deux variables au
second ordre)

Si f est de classe C? au voisinage de (a,b), alors, pour tout (h, k) € R? suffisament
proche de (0, 0):

fla+hb+k) = f(a,b)+Jac(f)(a,b)-[k]jté[h k:}-H(f)(a,b)-{Z]
+ [1(h R)[[Pe(h, )

avec e(h,k) — 0
(h,k)—(0,0)
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Concretement, si f est de classe C? au voisinage de (a, b), alors, pour tout (h, k) € R?
suffisament proche de (0,0):

fla+h,b+k) = f(a,b)+ %(a, b)h + Z—‘;j(a, b)k
1 [(0*f 0 f 0*f
3 (@(a,b)hz - a—y2(a,b)k2 -
+ 2

Say @ D)k
(h2 + k)e(h, k)

avec € de limite nulle lorsque (h, k) — (0,0).

Proposition (Hessienne et nature d’un point critique)

Soient (a,b) €  un point critique de f (C? au voisinage de (a,b)) ainsi que A\; et Ay
les deux valeurs propres de la matrice hessienne H(f)(a,b).

* Si Ay, Ay > 0, alors (a, b) est un minimum local de f.

* Si Aj, Ay <0, alors (a, b) est un maximum local de f.

* Si A <0< A oudy <0< A, alors (a,b) est point col (ou point selle) de f.
* Si A; = 0 ou Ay = 0, alors on ne peut rien dire.

45
()
0 X\
OO0
{0 XX N
st AR
T T SRS XA
AR A K XXX
LR LR O X (XXXXBK
‘:\‘\‘\ Y \\\\\““‘ ““‘\-‘ X %
A %

7
b,
),
2
2

Figure 4.1: Fonction (z,y) — 2? + y?. Minimum local en (0, 0).
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Figure 4.2: Fonction (z,y) — — (2% + 3*). Maximum local en (0,0).
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Figure 4.3: Fonction (z,y) — x? — y?. Point selle en (0, 0).
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Remarque. Si M est une matrice 2 X 2, alors, en ayant:

c d

on aTr(M)=a+d (trace) et det(M) = ad — bc (déterminant). Si Ay et Ay sont les
deuz valeurs propres de M, alors on a Tr(M) = A\ + Ao et det(M) = A\ Ay.

M = {“ b} (4.29)

Méthode

Il est possible de déterminer la nature d’un point critique en regardant la trace et le
déterminant de la matrice hessienne d’une fonction f de classe C? en un point critique

(a,b):

* Sidet(H(f)(a,b)) > 0et Tr(H(f)(a,b)) > 0 alors (a,b) est un minimum local.
*x Sidet(H(f)(a,b)) >0et Tr(H(f)(a,b)) <0 alors (a,b) est un maximum local.
* Sidet(H(f)(a,b) <0 alors (a,b) est un point selle.

* Sidet(H(f)(a,b) =0 on ne peut pas conclure.

De plus, la matrice hessienne étant de la forme:

D@y = |17

On a alors Tr(H(f)(a,b)) =r +t et det(M) = rt — s>

Exemple. Considérons la fonction:
f: R? — R
(z.y) — 2@@-y?*(1l-2-y)

f est bien de classe C* (polynomiale). Un calcul de dérivées partielles montre que,
pour tout (z,y) € R?:

Jac(f)(z,y) = [4(z—y)—6(x—y)* —4(z—y)+6(x —y)* ]

4-12x —y) —4+12(z —y)
H(f)(z,y) = [_4+12(x—yy) 4—12(1’—5 }

Les points critiques sont ceuzr annulant la jacobienne, donc les points (z,y) € R?
vérifiant 2(x — y) = 3(z — y)?, soit x = y ou bien 2 = 3(x — y). Finalement, ces points

critiques sont les points de la forme (a, ) ou (a, —% + a), a e R.

* D’une part, nous avons, pour tout o € R:

e = |} 5]

cette matrice est de déterminant nul, on ne peut rien dire de ces points critiques.
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* D’autre part, nous avons, pour tout o € R:

Hnfoge) = [ 7 5]

cette matrice est de déterminant et strictement positif et de trace strictement néga-
tive. Ces points critiques sont des maximums locauz.

4.5 Opérateurs différentiels

4.5.1 Définitions et propriétés

Définition (Gradient)

Soient € R? un ouvert et f : & — R une fonction de classe C'. On définit le
. Id H
gradient de f, noté gradf ou ? f, par:

?f:ﬂ—) R4

9
5 ()
r :
9
5 ()
3
- 'S A4 4
’ E'S AN | L1

«
-
= .
—
T
o

-1 EN LN
| R\
—2 1
4 ~
Y
-3 -2 -1

Figure 4.4: Le gradient indique dans quelle direction la fonction va croitre (ici, les grandes
fleches tendent a pointer vers la zone rouge, de plus grande valeur).
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Remarques.  x Pour tout x € Q, on a ?f(x) = Jac(f)(z)T.

* On peut aussi noter ?f(a:) = (g—{i(x), U (:v))

Exemple. Le gradient de la fonction v — ||z||5 (carré de la norme euclidienne) est donné
par T — 2x.

Théoréme (Propriétés du gradient)

Soient 2 C R? un ouvert et f,g: Q — R deux fonction de classe C'. On a alors ces
propriétés:

* Somme: ?(f—i—g) = ?f—f— ?g.
* Produit: ?(fg) = f?g—i—gef.
* Inverse: Si g ne s’annule pas sur 2, alors ? <£l;> = —%?g.

x Composition: Si ¢ : R — R est de classe C! alors ?(gp of)=¢ o fx ?f

Définition (Divergence)

Soient Q@ C R? un ouvert et f : Q@ — R? une fonction de classe C'. On définit la
divergence de f, notée div(f) ou ? - f, par:

div(f): Q@ — R

) 9
r > a—ﬁ(x)—f—----l-a—g(x)

s(x3, -+ 23) est la fonction x — ||z||3

(carré de la norme euclidienne). En effet, chaque composante est donnée par x — %xi,
et la dérivée partielle par rapport & xy est donnée par x — x3.

Exemple. La divergence de la fonction x —

/
/
/

’\\*4&4;/‘
29 . . .

- 7
- 7 7

§ TR\

Nyt
\\\\;'1/

\\\\‘,
|
N
1

'\

L

N
|
N
o

N

Figure 4.5: La divergence indique si le champ de vecteurs aura tendence a envoyer les
éléments vers 1'éxtérieur (divergence positive) ou l'intérieur (divergence négative). Sur
cet exemple, la figure de gauche représente le champ de vecteurs (z,y) — (=23, —¢?), de
divergence (z,y) — —3(2%+%?) qui est positive, la figuge centrale représente le champ de
vecteurs (z,y) — (—y, ), de divergence nulle (c’est une rotation) et la figure de droite

représente le champ de vecteurs (x,y) — (23,y°), de divergence (z,y) — 3(z? + y?)
qui est négative.
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Définition (Laplacien)

Soient  C R? un ouvert et f : £ — R une fonction de classe C2. On définit le
laplacien de f, noté Af, par:

Af: Q
%

—
2
— Ch(@)+ o+ Sh(x)

Exemple. Le laplacien de la fonction x +— ||z||> est la fonction constante x — 2d. En
effet, chaque dérivée partielle seconde par rapport a xy est donnée par x — 1, puis on
fait la somme.

Remarque. Le gradient, la divergence et le laplacien sont tous les trois des opérateurs
linéaires, c’est-a-dire que, pour deux fonctions f et g vérifiant les bonnes hypothéses, on

AV (f+9) =V f+ Vg, div(f +g) = div(f) + div(g) et A(f +g) = Af + Ag.

Proposition (Quelques formules)

Soit 2 C R% un ouvert.

x Soient f: Q) — Ret g: Q) — R? deux fonctions de classe C'. On a alors:

div(f g) = f div(g)+Vf-g

% Soient f,g: Q — R deux fonctions de classe C2. On a alors:

div(Vf) = Af

et

A(fg) = fAg+gAf+2Vf Vg
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4.5.2 Etude de champs de vecteurs en petite dimension

L’intérét de cette sous-section est d’étudier des champs de vecteurs en dimension 2 et 3,
et en particulier d’établir si un champ de vecteur est un champ de gradient ou pas.

Définition (Champ de gradient)

Soient 2 C R? un ouvert et f : & — R. On dit que f est un champ de gradient
si il existe une fonction U : Q — R de classe C' telle que, pour tout x € £,

f(z) = YU(2).

Remarque. La fonction U est parfois appelée primitive de f. On peut aussi dire que f
dérive de U.

Définition (Rotationnel)

Soient 2 C R? un ouvert et F:Q-—Ru champ de vecteurs (une fonction de
1 Sfini i Fonoté ol B, VAF V x F par:
classe C'). On définit le rotationnel de F', noté rot F', V A F' ou encore V X F' par:

7“—0_%? : Q — R3
dF,
zgj;z (x7 Y, Z) - 8(‘}_1;(:1:7 Y, Z)
(x7y7z) — 6{};(xay7z)_ 85)}%Z<m7yaz)
axy (xa Y, Z) ;) - ('xa Y, Z)
— — =
ol ? =F, i +F,j +F,k,(i,j, k) étant le repere othonormé "classique” de

R? (la base canonique).

Remarque. En mécanique sdes fluides, un écroulement va étre modélisé par un champ de
vecteur, en particulier pour la fitesse du fluide. Un rotationnel non nul indique la présence
de tourbillons dans cet écoulement.

Méthode

Pour calculer le rotationnel d’'un champ de vecteurs, on utilise la méme technique que
pour le produit vectoriel:

2 g
) x
rlF = |2 A|F,
Y
0z Z

Exemple. Soit f(z,y,z) = (y,—x,€?). On a, pour tout (x,y,z) € R3, 7“—01>5f(a;,y,z) =
(0,0,-2).
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Proposition (Propriété du rotationnel)

Soient Q C R3 un ouvert f : O — R une fonction de classe C2. Alors nous avons

rol(Vf)=T0.

Théoréme (Champ de gardient)

%
* Dimension 2: Soit F (x,y) = Fu(z,y) i + Fy(z, y) j un champ de vecteurs de
classe C! sur R?. Alors 86];‘” 85 2 si et seulement si ? est un champ de gradient.

* Dimension 3: Soit ? (z,y,2) = Fy(z,y, 2 ) + Fy(z,y, z)j + F.(z,y,2) k: un

—% — . .

champ de vecteurs de classe C! sur R3. Alors rot? 0 si et seulement si ?
est un champ de gradient.

Exemple. Donnons deux exemples.

* Dimension 2: Soit le champ de vecteur ?(m,y) =yi —xj. On a: 8%(y) =1
(premiére composante) et 2 (—x) = —1 (seconde composante). Donc ce champ de
vecteurs n’est pas un champ de gradient.

* Dimension 3: Soit le champ de vecteurs:

- = —
?(a:, y,z) = (y—sin(z)e®)i +xj +cos(x)e® k
Calculons le rotationnel de ce champ de vecteurs:
o .
e y — sin(z)e? 0-0 0
— % : :
rot?(a:,y,z) = g A x = | —sin(z)e* +sin(z)e* =| 0
aé,: cos(z)e? 1-1 0

Nous avons ainsi rot? = 0, donc il existe une fonction U : R* — R telle que,
pour tout (z,y,z) € R3, ?(m,y,z) = ?U(a:,y,z). Nous avons donc:

oU o
%(Zﬁ,y,Z) = y—SlIl(ZL')@
a—U(x z) = x

ay 7y7 -

oU

z

g(x,y,z) = cos(z)e

- On a ainsi, par intégration par rapport a x:

U(z,y,2) = xy+cos(x)e” + Ay, 2)

ot A est une fonction inconnue (constante d’intégration par rapport a x).
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- Dérivons par rapport ay, on obtient: g—g(x, y,2) =x+ %(g, z), soit %(y, z) =
0. En intégrant par rapport a y, on a Ay, z) = B(z), soit:

U(z,y,z) = zy-+cos(z)e” + B(z)

ot B est une fonction inconnue (constante d’intégration par rapport d y).

- Dérivons par rapport a z, on obtient: %—g(x, y,z) = cos(x)e*+B'(z) soit B'(z) =
0. Donc B(z) = C, ou C € R est une constante.

Finalament, on obtient:

U(z,y,z) = xy+cos(x)e” +C

pour n’importe quelle constante C € R. On vérifie facilement que cette fonction
convient.

Remarque. [l est également possible “d’intuiter” la fonction recherchée, en particulier
lorsque x,y et z jouent des roles symétriques.

Exemple. Soit le champ de vecteurs:

T
?(m,y,z) = x1 +yj +z2Fk

_>
Un rapide calcul montre que 7‘—0;5? = 0, donc il existe une fonction U : R® — R
telle que, pour tout (z,y,z) € R3, ?(m,y, z) = ?U(Ly,z). Nous avons donc:

ou

a(:c,y,z) =z
% (.9, 2)

ay 7?/; - y
oUu

a(l‘aya Z) = =z

. 24,20 ,2 .
La fonction U(x,y,z) = % convient.
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Chapitre 5

Surfaces et courbes

Dans ce chapitre, nous étudions les courbes et surfaces de niveau, respectivement pour les
fonctions de deux ou trois variables. Quelques éléments supplémentaires secont donnés
pour les fonctions de deux variables.

5.1 Courbes et surfaces de niveau

Définition (Courbe et surface de niveau)

Soient D C R? ou R3, f: 2 — R une fonction de classe C! et A € R. On appelle:

* Courbe de niveau \ associée a la fonction (z,y) — f(x,y) 'ensemble des
points vérifiant I'équation f(x,y) = A.

* Surface de niveau \ associée a la fonction (z,y, z) — f(z,y, 2) I'ensemble des
points vérifiant ’équation f(z,y, z) = A.

Remarque. [/ se peut que certaines courbes ou surfaces de niveau ne comportent qu’un
seul point, voire aucun !

Exemple. 1. Les courbes de niveau X associées a la fonction (x,y) — x* + y* sont:

- Les cercles de centre (0,0) et de rayon X si A = 0 et en particulier le point
(0,0) si A=0.

- Aucun point si X < 0.
2. Les surfaces de niveau \ associées a la fonction (x,y,z) — z% + y* + 2% sont:

- Les spheres de centre (0,0,0) et de rayon X si A = 0 et en particulier le point
(0,0,0) si A =0.

- Aucun point si X < 0.
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Figure 5.1: Courbes de niveau d’une fonction de deux variables. Plus la ligne est blanche,
plus la valeur de la fonction est basse, plus elle est noire, plus la valeur est élevée.

Proposition (Lien entre gradient et courbe-surface de niveau)

Soient 2 C R? ou R? ouvert, f : © — R une fonction de classe C! et A € R. Soit
t — 7(t) un chemin défini sur R et & valeurs dans R? ou R?, de classe C! tel que
pour tout t € R, f(v(¢)) = A. On a alors:

¥t - Vi) = 0 (5.1)

Géométriquement, cela signifie que le long d’'une courbe ou sur une surface de
niveau, le gradient est orthogonal a la courbe.

Remarque. En deux dimensions, outre le fait de traduire que la variation d’altitude est
nulle le long d’une courbe de niveau, la proposition indique que lorsqu’un déplacement a
liew sur une courbe de niveau, le vecteur vitesse y est orthogonal au gradient.
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Figure 5.2: Illustration de la proposition précédente dans le cas d’une fonction de deux
variables. Les fleches représentant le gradient croisent bien perpendiculairement les
courbes de niveau.

1.0
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00 <

Figure 5.3: Illustration de la proposition précédente dans le cas de la fonction de trois
variables (x,y, z) — x? + y* + z2. La surface de niveau 1 correspond & la sphere centrée
en l'origine et de rayon 1. Les fleches représentant le gradient croisent bien perpendicu-
lairement la surface de niveau sur laquelle un chemin est présent (en vert).
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5.2 Plan tangent au graphe d’une fonction de deux variables

Dans cette section, on va généraliser la notion de tangente a une courbe, bien connue dans
le cas d’une fonction d’une variable.

Définition (Plan tangent)

Soient 2 C R? un ouvert, f : O — R une fonction de classe C' et (a,b) € Q. On
définit le plan tangent a f en (a,b) comme étant le plan d’équation cartésienne

2 = J@D+ gHahE -0+ 5ehE-)) (5.2
Remarques. * Ce plan tangent correspond a l’approximation linéaire de f au point

(a,b) (développement limité a 'ordre 1).

* Dans le cas ot (a,b) est un point critique, le plzn tangent est simplement le plan
d’équation z = f(a,b). Dans ce cas:

- Si (a,b) est un minimum local, alors le graphe de f est localement situé au-
dessus de son plan tangent.

- Si (a,b) est un mazximum local, alors le graphe de f est localement situé au-
dessous de son plan tangent.

- Si (a,b) est un point selle, alors le graphe de f est localement traversé par son
plan tangent.

Exemple. Le plan tangent au graphe de la fonction f : (x,y) — sin(z)sin(y) au point

(%, %) est le plan d’équation cartésienne:
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Figure 5.4: Illustration du graphe de la fonction f et de son plan tangent en (%, %)
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