OM3 - CC1 Jeudi 28 Septembre 2023

NOM et Prénom: .......ocooooeeieie e,

Outils Mathématiques 3 - CC n°1
Durée: 1 heure

DOCUMENTS, TELEPHONES ET CALCULATRICES SONT INTERDITS

Le sujet comporte quatre exercices indépendants. Une importance sera accordée dans la notation
a la qualité des raisonnements ainsi qu’au soin apporté a la rédaction et a la présentation.

Exercice 1 (5 points)

On considere la suite réelle (u,),en de terme général:

4n
n3 4+ 2n + 12

1) (1 point) Calculer la valeur de la limite de la suite (uy)nen.

Up =

2) (1,5 point) Vérifier la majoration u,, <

4
N p2c

3) (2,5 points) On considere le réel 10, En utilisant la question précédente, trouver un entier N
tel que, pour tout n € N:

n=N = |u,|<107*
Correction

1) On peut noter n® + 2n + 12 ~ n3, donc, en appliquant le quotient aux équivalents, on a
n——+0oo

Uy %. Cette suite est donc de limite nulle.
n——+o0o

2) Soit n € N*. Une étude de fraction montre que:

4 An® — dn* — 4(2n + 12)
Up — — = )
n? n?(n3 + 2n + 12)
_ A1y

n?(n3 4 2n + 12)

Donc on a la majoration souhaitée.

3) Si on trouve N € N tel que pour tout n > N, % < % < 107%, alors pour tout n > N,

lup| < 25 < 107* (on peut mettre la valeur absolue car (u,),en est positive). Soit N € N tel
que % < 1072 Alors % <1072, donc N > 2-10% = 200. Pour tout n > 200, on a:

lu,| < 107*
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Exercice 2 (5 points)
On considere les suites (uy)nen €t (v, )nen de terme général suivant:

2n 1
U, = — et v, = T
n! n2tu
1) (1,5 point) Calculer le rapport <.
2) (1 point) En déduire la limite de la suite (u,),en-
3) (1,5 point) Trouver une majoration pour vy,.
4) (1 point) En déduire la limite de la suite (v, )nen.
Correction

1) Soit n € N. On a (en notant que (n + 1)! = (n+ 1) - n!):

Upyr 27T n!

w2
B 2
Con+1

2) On a u, > 0 pour tout n € N et = — 0, donc, par la regle de d’Alembert, (u,)nen

Un  n—+oo
converge vers (.
3) On sait que, pour tout n € N*
1 - e—(?—i—%)ln(n)
n?tn
< 6—2111(71)

1
Donc v,, < oy

4) Comme la suite (vy,),en est positive, par encadrement, on a v, — 0.
n—-+oo
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Exercice 3 (5 points)
On considere la suite (uy,),eny dont le terme général est défini comme suit:

T % si n = 2k
! 3+1 si n=2k+1

ou k est un entier naturel.

1)
2)
3)
4)

1,5 point) Donner un majorant de la suite (u,)nen.

(

(1,5 point) Donner un minorant de la suite (u,)nen-

(1 point) Calculer les limites des deux sous-suites (ua) et (uggy1)-
(

1 point) La suite (uy,),en est-elle convergente ? Pourquoi ?

Correction

)

Sin = 2k, alors u,, < n+r1 <letsin=2k+1,alorsu, <3+ 1=4. Donc 4 est un majorant

de (up)nen (On prend le plus grand des majorants de chaque sous-suite).
Sin = 2k, alors u,, > —n+r1 > —1letsin=2k+1, alors u,, > 3. Donc —1 est un minorant de
(tn)nen (On prend le plus petit des minorants de chaque sous-suite).

Par encadrement, on a uy, — 0.

On sait que, puisque —1 < sin < 1, alors 5= < ug, <
k—+o00

2k+1 2k+1

— 0 donc ugpq —> 3.

De plus, on a
n—-+00

2k+1
Si la suite (u,)nen converge, alors toutes ses sous-suites convergent également, vers la mémem
limite que (uy,)nen. Or, les deux sous-suites (ugy) et (ugxy1) n’ont pas la méme limite, donc la
suite (uy)nen NE converge pas.
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Exercice 4 (6 points)
On considere la suite réelle (u,)nen de terme général:

1 n
u, = |[(—
10

1) (1 point) Donner les quatre premiers termes de la suite (u,)nen-
2) (1 point) Déterminer la limite de la suite (u,)nen-

3) (1 point) Donner les quatre premiers termes de la série de terme général (uy,)nen, ¢’est-a-dire
Uogy ... ,U0+"'+U3.

4) (1 point) Soit X un réel et n un entier positif. Donner une autre expresison de la somme
1+ X+ X2+ 4 X7,

5) (1 point) En déduire I'expression des sommes partielles de la série Y u,, (c’est-a-dire ug+ - - -+

6) (1 point) Trouver la limite de la série de terme général (uy,)nen-

Correction

1) Les quatre premiers termes de la suite (u,)nen sont donnés par ug = 1, u; = 1—10, Uy = — et

100
Un = —1—
3 1000

2) La suite (uy,),en est une suite géométrique de raison % €] — 1, 1], donc est de limite nulle.

3) Les quatre premiers termes de la série de terme général (u,),en sont données par ug = 1,

up+uy =15 = L1, up+ur +ug = 15 = 111, up 4+ ug 4 ug 4+ uz = 1005 = 1.111.

4) Cette somme est la somme des termes d’'une suite géométrique de raison X, et elle vaut:

1 — Xn+1

1+ X 4+ X" =
+ X+t —

5) En remplacant X par %, on a:
Zn:(l)k 1_(%)71-&-1 10 [1 <1)n+1]
10 =T _1 T q —\1n
— 10 -1 9 10

6) Comme 0 < 1—10 < 1, cette série géométrique converge, et, en faisant tendre n vers +oo, on a:
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