Agrégation externe de mathématiques

Modele SIR

Maxime BOUCHEREAU 1 Université Rennes 1



Introduction

Dans ce document, nous allons présenter le modele SIR, qui est un modele de base en
modélisation des épidémies, également appelé modele compartimental. La présentation
commencera par la modélisation du probleme et I'établissement du systeme différentiel
modélisant le phénomene, puis se poursuivra par 1’étude de ce systeme différentiel, et enfin,
une derniere partie sera consacrée a la résolution numérique des équations différentielles.
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Partie 1

Modélisation

1.1 Présentation du probléme

On considere une maladie infectieuse qui se propage au sein d’une population constituée de
N individus, N étant un entier naturel supérieur a 2. La maladie possede ces propriétés:

- Un individu est malade pendant une durée moyenne 7T,., appelée temps de rétablisse-
ment, et, pendant cette durée, va contaminer Ry personnes, R est appelé nombre de
reproduction de base.

- Un individu guéri de la maladie est immunisé et ne peut ainsi pas la contracter une
seconde fois.

On note S le nombre d’individus susceptibles d’étre contaminés, I le nombre d’individus
infectés et R le nombre d’individus guéris de la maladie. On peut représenter la facon dont
se déroule I’épidémie via ce diagramme (c’est ce qu’on appelle un modele compartimental

1)
(8] — ] —[R]

Par ailleurs, on ne tient compte d’aucune variation de population (naissances-déces i.e.
on impose S + I + R = N = constante), et on suppose que le Ry reste fixe (par exemple,
on ne tend pas a réduire ce taux de reproduction via des mesures de confinement par
exemple).

1.2 Etablissement du systeme d’équations différentielles

Théoreme (Systéme différentiel)

Si S, I et R sont des fonctions dépendant du temps, alors elles vérifient le systeme
différentiel suivant:

dS _  _ Ro

& B 1TTN1£S

@l — = EL10) —
7 = T1(®S-1)
ar _ 17

a T

Démonstration. Nous allons établir ce modéle en raisonnant sur ce qu’il se passe pendant
une durée de temps At, a partir d’un temps fizé t, i.e. entre les instants t et t + At:
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- Une personne infectée contamine Ry personnes pendant une durée T,.. Ainsi, § := %
a

correpond au nombre de personnes infectées par unité de temps. Ainsi, pendant une
durée At, une personne infectée va contaminer SAt personnes.

- Ainsi, 1(t) personnes infectées vont contaminer BAI(t) personnes saines (du groupe S),
car une personne infectée ne peut l’étre, et une personne rétablie est immunisée et ne
peut pas contracter une nouvelle fois la maladie. C’est pourquoi il nous faut multiplier
la quantité BAtI(t) par la proportion de personnes saines S(t) afin d’obtenir le nombre
de personnes qui sera réellement contaminé. On peut voir la multiplication par ﬁ
comme la prise en compte de la probabilité qu’une personne puisse effectivement etre
contaminée. L’opposé de la variation d’individus sains entre t et t + At correspondant

a celle de nouvelles personnes infectées, on a:

S(t)

S(t+At) = S(t) - BAH(H) 5= (1.1)

- Pour les personnes rétablies de la maladie, si T, est le temps moyen de guérison, notons
v = 1 le nombre de personnes guéries par unité de temps (vitesse de guérison). Entre
te t+ At, yAtI(t) personnes vont guérir (multiplication par le nombre de personnes
infectées). On a ainsi:

R(t+ At) = R(t)+~yAtI(t) (1.2)

- Pour ce qui est de la variation du nombre de personnes infectées entre t et t + At, le
fait que S + I + R reste constante au cours du temps assure que:

S(t+At)+I(t+ At)+ R(t+ At) = S(t)+ I(t) + R(t) (1.3)
soit alors:

I(t+At) = I(t)+ BAt% — ~I(t) (1.4)

On arrive donc a ce systeme d’équations discrétes:

SE+A)=SW . _gl®)s() ()S(t)
At
R e
At = fy[( )
On fait tendre At vers 0, et on remplace 3 par = Bo of o par , donnant ainsi:
%(t) = 15%“2 (t )
G (1) 7 1(t)
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Partie 2

Etude analytique du systeme différentiel

Le systeme différentiel a étudier est:

ds _ Ro

g - 1T

& = #1(%s—1) (2.1)
drR L]

dt T

2.1 Existence, unicité et prolongement d’une solution

2.1.1 Conditions initiales

On pose (S,1,R)(0) = (N — Iy, 1y,0), ou Iy est le nombre de personnes infectées au
départ (comprenant le patient zéro). Il est également possible d’immuniser une partie de
la population (par vaccination par exemple) avec cette condition initiale: (S, 1, R)(0) =
(N — Iy — Vo, 1o, V). On peut également se placer dans le cadre d'une condition initiale
au temps ¢y € R.

2.1.2 Existence et unicité d’une solution locale

Théoréme (Existence & unicité d’une solution locale)

Soit ¢ty € R. Le systeme (2.1)) ayant pour condition initiale (S, I, R)(to) = (N — Iy —
Vo, I, Vo) admet une unique solution sur un intervalle |T_(to), T4 (to)[ ot T-(ty) <
ty) < T+ (to)

Démonstration. Posons X = (5,1, R) € R®. Le systéeme (2.1)) s’écrit:

dX
) = FX@) (2:2)

ot la fonction F' est donnée par:

F: RxR — R3
RoIS RyS
(t.X) +— < T[;N’I{r(](\)f - )’T%)

F est polynomiale en ses variables d’espace, donc de classe Ct. F est donc localement
lipschitzienne par rapport a X. Donc, par le théoréeme de Cauchy-Lipschitz, le systéme
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(2.1) ayant pour conditions initiales X (tg) = (N — Iy — Vo, Lo, Vo), ce qui correspond a
un probleme de Cauchy, admet une unique solution sur un intervalle |T(to), T (to)[, ot
T,(to) <ty < T+(t0)

2.1.3 Positivité

Théoréme (Positivité)

Supposons que S(0),1(0) > 0 et R(0) > 0. Alors, pour tout ¢ €]0,7'(0)[, on a
S(t),1(t),R(t) >0

Démonstration. - Soit R* € R. La solution t — (N — R*,0, R*) est solution de ({2.1)) avec
pour condition initiale (S, I, R)(to) = (N — R*,0, R*) pour tout to €]T_(0),T(0)[. En
vertu du théoréeme de Cauchy-Lipshitz, c’est la seule solution a ce probleme de Cauchy.
Done, supposons que I1(0) = Iy > 0 et qu’il existe to €]T_(0),T(0)[ tel que I(ty) = 0.
Alors on a:

(S, I, R)(to) = (S(t0),0, R(to)) (2.3)
= (N — R(t),0, R(to)) (2.4)

Or, lunique solution vérifiant cette condition est la fonction constante t — (N —
R(ty),0, R(to)), donc associée a la condition initiale 1(0) = 0, ce qui est absurde. Donc,
pour tout t €]T_(0), T(0)[, I(t) >0

t—to

- De méme, t — (0,Ipe” T N — Ioe_%) est solution de 1' ayant pour condition
initiale (S, 1, R)(0) = (0, Iy, N — Iy) pour tout ty €|T_(0), T4 (0)[. En vertu du théoréme
de Cauchy-Lipschitz, c’est la seule solution a ce probleme de Cauchy. Donc supposons
que S(0) > 0 et qu’il existe to €]T-(0),T(0)[ tel que S(to) = 0. Alors on a:

(Sv]’R)(tO) = (O’I(t0)7R(t0)> 2'5)
= (0,1(to), N — I(to)) (2.6)

t—t t—t
Or, l'unique solution vérifiant cette condition initiale est t — (0, Ioe*TirO, N — Ioe*TirO),

donc ayant pour condition initiale S(0) = 0, ce qui est absurde. Donc, pour tout t €

]T—(0)7T+(0)[7 S(t> > 0.

- Enfin, comme, pour tout t €]0,T(0)[, on a %(t) = T%[(t), on obtient ainsi, pour tout

R(t) = R(0)+ /tf(f)cif (2.7)

Comme R(0) > 0, et I(t) > 0 pour tout t €|T_(0),74(0)], la stricte positivité de
Uintégrale assure que, pour tout t €]T_(0),T(0)[, R(t) > 0.

Maxime BOUCHEREAU 7 Université Rennes 1



Agrégation externe de mathématiques

2.1.4 Prolongement de la solution locale en solution globale

Théoréme (Solution globale)

L’unique solution locale associée au probleme de Cauchy ({2.1)) avec condition initiale
(S,I,R)(0) = (N — Iy — Wy, Ip, Vp) définie sur [T (0), T (0)[ vérifie T (0) = +o0.

Démonstration. Notons ||-|| la norme euclidienne sur R3. Supposons que T (0) < +oo.
Par le théoréeme d’explosion en temps fini, on a:

lim [|(S,,R)(t)|| = +oo (2.8)

t—)T+ (0)

Or, on a, pour tout t € [0,T(0)[:

S +I(t)+REt) = N (2.9)

Done, comme S, I et R sont positives sur [0,T,(0)] et que:

lim = 400 (2.10)
[|(S,I,R)|| =400
On a ainsi:
N = 1 I 2.11
lim[S()+ 1(0) + R(©) (211)
- too (2.12)

ce qui est absurde, donc on a Ty (0) = 400, i.e. la solution est définie sur [0, 400]

2.2 Comportement de la solution

2.2.1 Portrait de phase

On va dresser le portrait de phase du systeme ({2.1]), en particulier nous allons étudier les
trajectoires dans l'espace des phases (5, I).

Définition (Croissance/décroissance de I’épidémie)

On dit que 'épidémie croit (resp. décroit) si et seulement si 4 > 0 (resp. % < 0)
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Théoréme (Croissance/décroissance de 1’épidémie)

* S est strictement décroissante dans tous les cas
* Si Ry < 1, alors I'épidémie régresse des le début
* Si Ry > 1:

-S518 > 1%’ alors I'épidémie croit

-5 S< 1%’ alors I'épidémie décroit

Démonstration. x Dans tous les cas, on a:

as Ry IS
dt T, N

Donc S est strictement décroissante sur [0, +00].

* St Ry <1, on a:

dl 1
a - ol | % -1
" <1~
<1
< 0
donc ’épidémie décroit.
* St Ry > 1:
-5 8> P%’ alors:
dl 1 Ry
il B e _
dt T, N\g-’ L
>
> 0
donc l’épidémie croit.
-9 S < R%, alors:
dl 1 Ry
P el I N
> 0

donc ’épidémie décroit.

(2.15)

(2.16)

(2.17)

(2.18)

(2.19)

(2.20)
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Remarque. La stricte décroissance de S assure ainst que I change de sens de variation
au plus une fois (cf. portraits de phase ci-aprés).

On peut donc tracer I'allure du portrait de phase dans 'espace des phases (5, I):

I |
4 I 4 I
I I
I I
I I
I I
I I
—+— S f —> S
NN XN
R, R,
Rox1 Ry>1

Figure 2.1: Allure du portrait de phase selon la valeur de Ry. La fleche rouge signifie
une croissance de ’épidémie, tandis que les fleches vertes signifient une décroissance de
I’épidémie

2.2.2 Limites en t — +00

Théoréme (Limites en +00)

S admet une limite en +o00, notée S,

I admet une limite nulle en 400

R admet une limite en +00, notée Ry,

- S et Ry vérifient 'égalité Sy + Roo = N

Démonstration. - S est décroissante et vérifie: 0 < S < N, elle est donc minorée et
décroissante, donc, converge vers une limite, que [’on note Sy.

- De plus, I change de sens de variation au plus une fois, donc, pourt assez grand, I est
monotone. De plus, 0 < I < N, donc I est bornée et monotone, donc converge vers

une limite que l'on note 1. Si I # 0, alors, comme % = T%I, cela implique que:
R(t) Lyt (2.21)
t——4o0 TT & ’

Donc |R(t)] — +o0, ce qui est absurde puisque 0 < R < N. Donc I, =0

t—+o00
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- Par conséquent, on a:

2.2.3 Comportement de S et [ lorsque Ry > 1

Théoréme (Comportement de S et [ lorsque Ry > 1)

Supposons que S(0) > }%. Alors il existe un réel ¢, €]0, +00[ tel que I est croissante

sur ]0,¢;[ et est décroissante sur ]t;, +oo[. De plus, on a S, < R%

Démonstration. Si S, > R%, alors, comme S est strictement décroissante sur [0, 400],

pour tout t € [0, +o0[, S(t) > I%? done, par le théoréme de croissance/décroissance de
Iépidémie, I est croissante sur [0, +oo[. Or, Iy > 0 et [ t<— 0, ce qui est contradictoire.
—+00

On a ainst S < Rﬂo' S étant décroissante, le théoreme des valeurs intermédiaires
assure qu’il existe t; €]0, 00| tel que S(t1) = Rﬂo,

Ainsi, S décroit et tend vers une limite S, < 1%7 de plus:

- Tant que t < ty, S(t) > % et I croit, I’épidémie progresse.

- Ent=ty, S(t) =4 et I'(t) = 0.

- Lorsque t > ty, S(t) > Rﬂo et I décroit, I'épidémie régresse.

2.2.4 Etude des points d’équilibre

Le systeme différentiel (2.1)) étant un systeme autonome, il est intéressant d’étudier ses
points d’équilibre.

Théoréme (Points d’équilibre)
Les points d’équilibre du systeme (2.1) tels que S,I, R € [0, N] sont les points
{(Oé,O,N - a)}ae[O,N}'

- Si Ry < 1, tous les points d’équilibre sont stables

-SiRy>1letac< %, alors le point d’équilibre (o, 0, N — ) est stable, si o > %’

ce point est instable.

Maxime BOUCHEREAU 11 Université Rennes 1
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Démonstration. x Etudions les points d’équilibre. Notons X = (S, I, R) et f 'application
définie par:

f: R — R3
X s g (~RelS, (RS — N),NI)

Le systéme différentiel (2.1)) se réécrit X' = f(X), et on a:

IS = 0

f(X)=0 & I(RyS—N) = 0 (2.24)
I =0

& =0 (2.25)

Donc les points d’équilibre tels que S, I, R € [0, N]| sont donnés, pour tout o € [0, N]
par:

(S,I,R) = (a,0,N —a«) (2.26)

x Etudions la stabilité de ces points d’équilibre. f est une fonction de classe C* sur R3,
donc est différentiable, et sa différentielle est donnée, pour tout X € R3, par:

L [~RI —ReS 0
dxf(X) = 7= | Rl ReS—N 0 (2.27)
r 0 N 0

Evaluons cette différentielle en les points d’équilibre X = (a,0, N — «):

1 0 —RoOé 0
de(O./, 0, N — Oé) = TN 0 RoO( —N 0 (228)
" 0 N 0

Le polynéme caractéristique de la matrice dx f(co,0, N — ) est donné par:

1\? A Ryo 0
det (M3 —dx f(o,0, N —a)) = <TN) 0 A+ N—-Rpa 0 (2.29)
r 0 —-N A

Faisons un développement par rapport a la premiere colonne:

1\° —
det (A5 — dx f(,0,N — ) = (TN> )\’ AHXNRUO‘ g (2.30)

Maxime BOUCHEREAU 12 Université Rennes 1
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On obtient finalement:

3
det (A3 —dx f(a,0, N —a)) = (TlN) M (A + N — Rya) (2.31)

Les trois racines de ce polynome, qui correspondent aux trois valeurs propres de dx f(c, 0, N —
a), sont 0 (double) et Ryoce — N (si v = Rﬁo, 0 est valeur propre triple).

- Si Ry <1, alors a < N < 1—%7 donc Rpao — N < 0. Toutes les valeurs propres de
dx f(a,0, N — «) sont négatives. Par le théoréme de stabilité en premiére approxi-
mation, tous les points d’équilibre (o,0, N — ), avec « € [0, N|, sont stables.

- Si Ry > 1, ces deux cas de figure se présentent:

> Sia < R%f alors Roya — N <, toutes les valeurs propres de dx f(a,0, N — «) sont

négatives, ainsi, en vertu du théoréeme de stabilité en premiere approximation, les

points d’équilibre (a,0, N — ) avec o € [0, Rlo} sont stables.

> Sia > R%, alors Ry — N >, au moins une valeur propre de dx f(c«,0, N — «) est

positive, ainsi, en vertu du théoreme de stabilité en premiére approrimation, les

points d’équilibre (a,0, N — o) avec o € ]P%, N} sont instables.
[ |

Remarque. La stabilité des points d’équilibre s’explique bien, en effet, dans le cas o
Ry < 1, il n'y a pas d’augmentation d’infectionq, et l'épidémie d’éteint d’elle-méme,
tandis que dans le cas ou Ry > 1, tant que S > }%7 Is infections augmentent, c’est ce
qui, mathématiquement, génere de linstabilité, tandis que lorsque S < 1%7 les infections
diminuent. Ce phénomene peut s’illustrer sur les portraits de phases (cf. ci-apres)

]

I

t | b
Stabilité | Stabilité | Instabilité
| |
| |
| |
| |
t —» S t —»S
N N N N
RO RO
R, <1 R,> 1

Figure 2.2: Allure du portrait de phase selon la valeur de Ry, complété avec les zones de
stabilité et d’instabilité
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2.3 Immunité collective

Intéressons-nous au cas ou Ry > 1. Une application intéressante de ce modele est le calcul
du taux d’'immunité collective, autrement dit, du nombre d’individus R a partir duquel
I’épidémie régresse.

Théoréme (Seuil d’immunité collective)

Dans le cas ou Ry > 1, le taux d’immunité collective est de (1 - R%)) N, autrement

dit, I’épidémie ne croit plus lorsque une fraction de la population égale a 1 — RLO

immunisée.

est

Démonstration. On sait que, dans le cas ott Ry > 1, que si S < &, alors ’épidémie

Ro
régresse. Ainsi, si R > (1 — R%) N, alors on a:

S = N—-R-1 (2.32)

< N—R (2.33)

1
< N—{(1——|N 2.34
( RO) (254
N
< = (2.35)

Ainsi, 1l s’agit bien la d’une condition suffisante afin que [’épidémie soit en décrois-
sance.

Remarque. [l est également possible dimmuniser une partie de la population, par vacci-

nation par exemple. Si Vi désigne le taux de vaccination, alors, avec Vi > (1 — RLO) N, on

a, comme R est croissante (par positivité de I), R > <1 — Ri()) N. Ainsi, une couverture

vaccinale suffisante permet de contenir une épidémie (selon le modele SIR)
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Partie 3

Résolution numérique d’équations
différentielles

On s’intéresse a la résolution numérique d’équations différentielles autonomes de la forme:

y o= f) (3.1)

ot f: R? — R? est une fonction de classe C!, avec pour condition initiale y, € R?. On
suppose qu’il existe une unique solution a cette équation sur un intervalle [0, 7] ou T > 0.
Nous allons étudier deux méthodes numériques

Remarque. La solution y est de classe C* sur [0, T]. En effet, le théoréme de Cauchy-
Lipschitz assure que y € C°([0,T],R?). Comme f est de classe C* ety est continue, i’ est
continue, donc y est de classe Ct. Ainsi, 'équation assure que y' est de classe Ct, donc
que y est de classe C2.

L’objectif de la résolution numérique de 1'équation différentielle (3.1)) est d’approcher

la solution aux temps t, = nh, ou n € [0, N] N étant le nombre de discrétisations

de lintervalle de résolution, h = % est le pas de discrétisation, tg,--- ,ty étant une

discrétisation de l'intervalle de résolution [0,7]. Autrement dit, on cherche une suite
(Yn)o<n<n approchant (y(tn))o<n<ny
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3.1 Lemme de Gronwall discret

Avant d’étudier les méthodes numériques, nous allons étudier lemme de Gronwall discret,
qui sera utilisé par la suite

Lemme (Lemme de Grénwall discret)

Soient A\, h > 0 et (uy,)nen €t (v, )nen deux suites positives telles que, pour tout n € N:

Uns1 < (L4+hL)u, + v, (3.2)

Alors, pour tout n € N*, on a:

n—1
u, < ey + Z eAn=i=Dhy, (3.3)
=0

Démonstration. La démonstration se fait par récurrence

- Initialisation: Au rangn =1, on a:

U < (1 + )\h) Ug + Vg (34)

Or, linégalité de convexité sur [’exponentielle assure que:

1+ M < e (3.5)

Donc:

up < eMug + v (3.6)

- Hérédité: Soit n € N* fizé. Supposons l'inégalité (3.3)) vraie au rang n et montrons-la
au rang n + 1. par hypothese, on a:

Unr1 < (14+Ah)u, + v, 3
< Mu, + v, (3.8)

Par hypothese de récurrence (inégalité (3.3)), on a:
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n—1
ey <€ |e™ug + Z Iy | gy, (3.9)
3=0
n—1
< My Z Ay 4w, (3.10)
3=0
j=0
< ety ZQA(nJrlfjfl)hvj (3.12)
3=0

ce qui montre [’hérédité.

3.2 Méthodes numériques

3.2.1 Méthode d’Euler Explicite

Définition (Méthode d’Euler Explicite)

La méthode d'Euler Explicite consiste a définir la suite (v, )o<n<n de la fagon suivante:

{ Yo = y(0)
Vn € [0,N —1], Ynp1 = yn+hf(yn)

Théoréme (Ordre de convergence de la méthode d’Euler Explicite)

Ils existent deux réels M, L > 0 tels que:

Moax |y, — y(tn)| <

M
Maz - (e""—1)h (3.13)

On dit que la méthode d’Euler Explicite est d’ordre 1

Démonstration. - Erreur de consistance: Soit n € [0, N — 1]. Soit y la solution de
I’équation différentielle (3.1)). L’erreur de consistance est donnée par:

en = Yltnyr) —y(tn) = hf(y(tn)) (3.14)

On a donc:

en = Yltn+h) —y(tn) — hf(y(tn)) (3.15)
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Par ’égalité de Taylor-Lagrange, il existe T, €|t,, tni1]| tel que:

en = yY(ta) +hy'(ts) + h;y”(Tn) —y(tn) — hf(y(tn)) (3.16)
_ %y"(fn) (3.17)

On a donc:
len| < MR (3.18)

avec M donné par:

1
M o= 3 Y| e 0,77 (3.19)

- Erreur locale puis globale: Pour tout n € [0, N], on définit l’erreur locale par:

en = Yn—y(tn) (3.20)

(on note que ey =y, —y(0) =0) Soit n € [0, N — 1]:

€nt1 = Ynt1 — y(thrl) (3‘21)
Yn +hf(yn) — y(tn) - hf(y(tn)) —&n (3'22)
= Yo —y(t) + R [f(yn) = [(y(tn))] — &n (3.23)
—en,
Ainsi, on a:
lens1] < len| + 1| f(yn) = F(y(Ea)| + |en] (3.24)

Or, f est de classe C*, donc est localement lipschitzienne. Soit Q C RY compact tel que,
pour tout n € [0, N], yn,y(t,) € Q. On pose:

L = ||df”Loo(Q) (3.25)

On a donc:

lenir] < (14 hL)|en] + || (3.26)
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Par le lemme de Gronwall discret, on a, pour tout n € [0, N]:

n—1
enl < e™Eeo| + eln=i=1h |- 3.27
|en] = ZO &3] (3.27)
=0 J= <Mh2

N-1
< e theNIhprp? Z e Ibh (3.28)

=0

“th NLhy2€ =1
21 o eNLh

< MW ———p (3.30)

=T

Lh_NLh 2€NhL —1
LT
< MR—p— (3.32)
Or, e — 1> Lh donc —— < 45, soit:
M
len] < f(eLT—1)h (3.33)
Donc, Uerreur globale Mazx |e,| vérifie:
o<n<N
M
< — (el — .

Ogcizjvv|en| < 7 (e 1)h (3.34)
|

3.2.2 Méthode de Runge-Kutta 2 (RK2)
On suppose de plus, que dans I'équation différentielle (3.1)), la fonction f est de classe C2.

Remarque. La solution y est donc de classe C* sur [0, T]. En effet, étant de classe C* sur
[0,T], et f étant de classe C?, I"équation (3.1)) assure que y' est également de classe C2,
i.e. y est de classe C3.

Définition (Méthode de Runge-Kutta 2)

La méthode RK2 consiste a définir la suite (y,)o<n<n de la fagon suivante:

{ Yo = y(O)
Vne[0,N—-1], ypt1 = yn+hf (yn + %f(yn))
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Théoréme (Ordre de convergence de la méthode de Runge-Kutta 2)

Ils existent deux réels M, ) > 0 tels que:

Maz |y, — y(tn)| <

0<n<N

(e9T — 1) n? (3.35)

SIS

On dit que la méthode RK2 est d’ordre 2

Démonstration. - Erreur de consistance: Soit n € [0, N — 1]. Soit y la solution de
I’équation différentielle (3.1)). L’erreur de consistance est donnée par:

o= oltaer) =t = f (v(t) + 500 (3.36)

On a donc:

h
e = 0t 1) = y(e) — 1 (sl + 51000 (3.37)
On fait un développement de Taylor a Uordre 3:

2

eu = ylta) + Ry (1) + oy (1) + OUF)

oyl - ) - D) ft) YO (338)

On a donc:

len] < MAP? (3.39)

pour une certaine constante M > 0.

- Erreur locale puis globale: Pour tout n € [0, N], on définit l’erreur locale par:

en = Yn —Y(tn) (3.40)

(on note que ey =y, —y(0) =0) Soit n € [0, N — 1]:
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Ent+1 =

Ainsi, on a:

Yn+1 — Y(lnt1) (3.41)
Yn + hhf (yn + gf(yn)>

h
vit) =t ((t) + 5002 = (3.42)
Yn — y(tn)
—_—

=en

o1 (o 5rm) = 1 (e + o000 o )

vl < leal 01 (34 5000 ) = 1 (e + 570000 )|+ 1] 00

Or, f est de classe C?,

donc est localement lipschitzienne. Soit Q C RY compact tel que,

pour tout n € [0, N, yn,y(tn), Y + 2 f(yn), y(tn) + 2 (y(t,)) € Q. On pose:

Ainsi, on a:

lent1| <

<

~

On a donc:

En posant (Q = L + TTLQ, on a:

L o= |ldf]] o) (3.45)
h
len] +RL|yn — y(ta) + 5 (f(yn) = Fy(ta)))| + leal (3.46)
-
12
len| + hLle,| + _L2|yn —y(tn)| + len] (3.47)
2 —
=|en|
h?L?
lens1] < (1 +hL + 5 ) len| + |en] (3.48)
hT L?
< (1 +hL + 5 ) len] + |en] (3.49)
TL?
< [1+h (LJFT)} len] + |en] (3.50)
lena]l < (1+hQ)en] + len (3.51)
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Par le lemme de Gronwall discret, on a, pour tout n € [0, N]:

e < enhL eql + eQ(n—j—l)h >
eal < oo + Y 5

N-1

< €7Qh€NQth2 Z €7th
j=0

NQh __ 1

o
< o—Qh NQhyrp2
< e “e " Mh g T—

NQh

1—e
2
S MP—ar

=T

=~
eNhQ -1
< e QheNehyp2t T2
e@h — 1
eQT —1

2
s Mh e@h — 1

Or, e®" —1 > Qh donc eQTl—l < &, soit:

en S%eQT—lh
ol < 2

Done, Uerreur globale Max |e,| vérifie:
) n
o<n<N

Mazx |e,| < % (9T — 1) n?

o<n<N

(3.52)

(3.53)

(3.54)

(3.55)

(3.56)

(3.57)

(3.58)

(3.59)
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Partie 4

Annexe: Simulations numériques

Des simulations numériques ont été réalisées a l'aide du logiciel Scilab, et permettent
d’illustrer ce qui a été étudié en théorie.

4.1 Choix des parametres

Voici les parametres choisis pour réaliser nos simulations numériques:

// Etude du modéle SIR et de méthodes numériques pour les équations
différerentielles

// Paramétres scientifiques

RO = 3 // Taux de reproduction de base du virus

Tr = 10 // Temps de rétablissement (en jours)

N = 100000 // Nombre d’individus

t_immu = 0.1 // Taux d’immunité initiale: Proportion d’individus
initialement immunisées au début de la simulation

10 = 3 // Nombre d’individus malades au début de la simulation

// Paramétres mathématiques

T = 150 // Durée de la simulation (en jours)
h =25 // Pas de temps pour 1l’intégration numérique

4.2 Calcul des solutions exactes

Avec l'intégrateur d’équations différentielles ode de Scilab, il est possible de calculer la
solution (presque) exacte d’une équation différentielle de la forme 3" = F(¢,y).

Avec les parametres sélectionnés, voici ’évolution de S, I et R en fonction du temps:
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Solution du systéme différentiel SIR
100 000

a0 0oo

20 000 \

- \o/
o \ /
/

\
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- AR N

FPopulation

10 000

o] 20 40 &0 a0 100 120 140 160

Temps (jours)

Figure 4.1: Simulation montrant 1’évolution de (S, 1, R) au cours du temps & 'aide de
I'intégrateur de Scilab, donnant une tres bonne approximation de la solution exacte.

Il est également possible de tracer le portrait de phase (5, I) afin d’étudier la trajectoire
de la solution:

Partrait de phase (5,1) de la salution

25 000
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18 000 Tt A w ey wi oy WMy w oW oW ¥
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Figure 4.2: Simulation montrant I’évolution de la trajectoire (S, ) au cours du temps.
Les fleches donnent ’évolution de la trajectoire.
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4.3 Choix de la méthode d’intégration d’une équation dif-
férentielle

4.3.1 Intégration d’une équation différentielle

Nous allons représenter les différentes solutions intégrées avec I'intégrateur (proche de la
solution exacte), la méthode d’Euler explicite et la méthode de Runge-Kutta 2.

Le fait que la méthode d’Euler converge moins rapidement que la méthode de Runge-
Kutta 2 est ici mis en évidence.

Solutions du systéme différentiel SIR selon les différentes méthodes numériques: Intégrateur Scilab (ode), Euler et RK2
100 000

S (ode)

a0 000 4 ot e | (odE])
LTy 7 — R(ode)
80 000 — E(RKD |
] \\ | (RK2Z)
— R (RKZ)
70 000

/ S (Eulen |
) I (Eulen

eo om0 \ //" R(Eulen |
50000

40000 %/

30000 / \\\

i I P/ZA N

0 == ; ; = ;
[u] 20 40 [aa] 20 100 120 140 180

Population

Temps (jours)

Figure 4.3: Simulation montrant 1’évolution de la trajectoire (S,7) au cours du temps
selon la méthode utilisée. On remarque clairement que la solution approchée donnée par
la méthode d’Euler est moins précise que celle donnée par la méthode RK2

4.3.2 Ordre de convergence

L’ordre de convergence d’une méthode numérique peut-étre mis en évidence via des
"mesures” d’erreurs globales. Ainsi, si I'erreur globale e d’'une méthode numérique vérifie,
pour un certain a:

e(h) < Ch® (4.1)

ou C' > 0 est une constante, et a est I'ordre de la méthode numérique (pour Euler,
a =1 alors que o = 2 pour RK2).

En appliquant le logarithme, on a:

log(e(h)) < alog(h)+ log(C) (4.2)
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En mesurant e(h) pour différents pas de temps h sur une équation donnée, puis en
tragant les points (h, e(h)) en échelle logarithmique sur les deux axes, une droite apparait.
La pente de cette droite donne 'ordre de la méthode numérique.

Ordres de convergence observés pour les méthodes d Euler et de Runge-Kutta 2

10 T
e
1
10 o
-
- A
10 p -
o
: -
: 1D:3
& o
E
Z
)
m 10
L
5 /
10
/ @ ©@ O Emeurs(Euler)
1 Erreurs (RK2)
—— — Ordre observé (Euler): 0.977339 |
/ = = (Ordre observé (RK2): 1.9182153
10”7 g f
-2 -1 o 1
10 10 10 10

Figure 4.4: Mesures d’erreurs globales pour les méthodes d’Euler et RK2, la solu-
tion fournie par lintégrateur étant prise comme solution exacte. Les pas h sont

{%,0 <i < 10}. On observe bien les ordre 1 pour la méthode d’Euler et 2 pour la

méthode RK2. Ici, I'erreur considérée est I'erreur relative, i.e. #, et ce afin d’obtenir

une erreur relative et d’avoir des valeurs normalisées qui varient peu en changeant N
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