Agrégation externe de mathématiques 2019-2020

Algorithme de Berlekamp
Lecons 123,141,142,151

Dans tout ce qui suit, ¢ = p°®, avec p premier et s un entier naturel non nul et F, est
le corps a g éléments.

Théoréeme (Algorithme de Berlekamp)

Soit P € F,[X] dont la décomposition en polynomes irréductibles est sans facteur

carré, i.e. on a P = P;---P,, ou les P; sont premiers entre eux deux a deux, irré-
. . <72 : . 2

ductibles. Soit z = X € F"}[DX}. L’algorithme suivant s’arréte au bout d’'un nombre

fini d’étapes et donne la décomposition en produit d’irréductibles de P.

1. On calcule la matrice de Sp — Id dans la base {1,33, e ,xdeg(P)_l}.

2. Le nombre de facteurs irréductibles est donné par r = dim (ker(Sp — Id)) =
deg(P) = rg(Sp — Id). Sir = 1, P est irréductible et l'algorithme s’arréte.
Sinon, on passe a l’étape suivante.

3. On calcule V' € F,[X] tel que V" =V mod P ne soit pas un polynome
constante de F,[X], avec V € ker(Sp — Id). On a alors:

P = H pgcd(P,V — «) (1)

calculé avec 'algorithme d’Euclide. On recommence a la premiere étape avec
chacun des facteurs.

Remarque. L’application Sp est donnée par:

Fy ] FylX]
Se Ty (P

Q — QX)"=0Q(X7)

1l s’agit de U’élévation a la puissance q d’un polynome. Cette application est linéaire
via e morphisme de Frobenius.

Voici le plan de la démonstration:

1. Montrer le second point en utilisant le lemme chinois:

= K; x---xK,
Py

Q" — (@".@")

Fq[X]
(P;)

avec K; = qui est un corps, puisque les P; sont irréductibles.

2. Justifier I'existence de V' dans le troisieme point, et montrer la formule .
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Démonstration. 1. Soit Sp = o Spo ™!, donnée par:

~

Sp: Kix---xK, — K;x---xK,
(Q17...7Q7‘) — (?77@5)

ce qui correspond a l’élévation a la pwissance q composante par composante. On a:

($17.-.,IT)€ker(§P—]d) 2N (x‘f’...,xg):(xh...wr)
& Vie[l,n],x! =z dans K,

Or, ¥, — K; est une extension de corps, et, pour tout v € Fy, 21 =1, 4e 29=2x

(par le théoréme de Lagrange), 09 = 0 et tous les éléments de [, sont racine de
Xt1—X. 1llyenagq.

Donc (xq,--- ,x,.) € ker <§p—]d> & (o1, 2,) €F

Or, st u est une application linéaire, ¢ est un isomorphisme d’espaces vectoriels
(c’est le cas ici), alors on a:

z€pker(u)) & u(p'(z)) =0
= (gpouogp_l)(x):()
& xeker(gpouogp_l)

Donc ker(Sp — Id) = gp(ker(gp — Id)) est de dimension r.

2. On suppose que r > 1. {UP :daelF,: T’ = a} = Vectp, {1} dans ]Fgg;], et est de

dimension 1. ker(Sp — Id) est de dimension r > 1, donc il existe V € F,[X] tel que
V" ne soit pas un polynome constant et Ve ker(Sp — Id).

Montrons l’égalité . On a:

V" e ker(Sp — 1d) TUTE (VR V) ey

On pose, pour tout i € [1,r], oy = V5. On a donc a € F, C K;. Soit o € Fy.
Montrons que:

pgcd(P,V —a) = H P,

{ira;=a}

Comme pged(P,V — «)| P, on obtient alors:
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pged(PV —a) = []P

1€1 o

avec 1, C [1,7]. Les P; sont premiers entre eur deux d deuzx, donc, par le lemme
de Gauss, on a I, ={i € [1,r] : B|V — a}. Or, pour tout i € [1,r],
ag=asV =as BV -«

donc I, ={i € [1,7] : a; = a} et on a:

pged(P,V —a) = [ B

{i:a;=a}

Donc P:ﬁP,;:H H P ZHngd<P7V_O‘)

=1 a€lf, \ {i;a;=a} a€ly

et on réitere l'algorithme sur les pged(P,V — «).

Montrons que r diminue a chaque itération. Si V' west pas un polynome constant,
alors les facteurs de ont tous strictement moins de r facteurs irréductibles,
puisque sinon il existerait o € F, tel que pged(P,V — a) = P, i.e. PV —a et
v’ = a, constant, ce qui est absurde. De plus, pged(P,V — «)|P, donc est sans
facteur carré.

Application (Un exemple tout béte)

P = X%+ X € Fy[X] admet pour décomposition en produit d’irréductibles le produit
P=X(X+1).

Remarque. Cet exemple d’application est présent a titre dllustration, en réalité, je ne
pense pas que l'on applique 'algorithme de Berlekamp pour donner la décomposition en
produit d’irréductibles de X? + X ...

Démonstration. P = X? + X € Fy[X], et deg(P) = 2. De plus, on a Sp(1) =1 et
Sp(X) = X?= X modulo P (X* = X dans F?}[j;]). Donc on a:

Mat{iy} (Sp — Id)

Cette matrice est de rang nul, donc P admet 2 facteurs irréductibles.

X est non constant modulo P, et X € ker(Sp — Id). Donc on calcule pged(P, X) et
pgcd(P, X +1) (—1 =1 dans Fy). Une division euclidienne assure que P = X? + X =
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X(X +1), donc pged(P, X) = X et pged(P,X +1) = X + 1.

On recommence avec les polynomes Py = X et Py = X + 1. deg(P) = deg(P,) = 1,
et Sp,(1) = Sp,(1) =1, donc on a:

Mat{i}<5p1 —Id) = Mat{T}(S& — Id) = 0]

Cette matrice est de rang nul, donc Py et Py ont 1 facteur irréductible, i.e. sont
wrréductibles, donnant ainsi la décomposition souhaitée.

Reférence. V.Beck, J Malick, G.Peyré, Objectif Agrégation
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