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Théoreme de Cauchy-Lipschitz
global

Lecons 207,221

Dans tout ce qui suit, d est un entier naturel supérieur ou égal a 1, I est un intervalle
de Ret tg € 1.

Théoréme (Théoréme de Cauchy-Lipschitz global)

Soit f € C°(I x R% R?), globalement lipschitzienne en sa seconde variable, de con-
stante de Lipschitz notée L. Pour toute condition initiale 1y € R?, le probleme de
Cauchy:

{y’(t) = f(t,y(t))
y(to) = Yo

possede une unique solution globale sur I.

Voici le plan de la démonstration:

1. Si I est fermé borné (compact), on montre le théoreme avec un argument de point
fixe pour une certaine norme.

2. Si I est quelconque, on écrit I comme une réunion d’intervalles fermés bornés puis
on conclut en utilisant 1'unicité.

Démonstration. 1. Si I est fermé borné, alors (C°(1,R%),|| - ||r(n) est un espace
de Banach, et (C°(1,R%), N(-)p(n)) est également complet, avec N(-)p(ry donnée,
pour tout y € C°(I,RY), par:

NW)rey = Stlél? [eszltftOwy(t)m

Soit l’application ® : C°(I,R?Y) — C°(I1,RY) donnée, pour tousy € C°(I,R%),t € I,
par:

D)) = wo+ / f(s.(s))ds

1l est clair, par continuité de f, que ® est bien définie. Soient t € I et yy,ys €
CO(I,R%):
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En passant au sup a gauche, il vient alors cette inégalité:

1
N (Q(y1) = 2(y2)) poery < T (y1 = Y2) ooy

® est strictement contractante, donc, par le théoréeme du point fize de Banach-
Picard, admet un unique point fize, ce qui conclut.

2. On traite le cas ou I n’est pas fermé borné:

* St I =]a,b[, avec —00 < a < b < +0o0:

- 811 =] —00,b] avec b < 400, alors on écrit:

I = U[b—(n—l—Q) po 1

nENC + 1

g

=1,

(In)nen est une suite croissante d’intervalles fermés bornés. Soit y, la solution
du probléme de Cauchy sur I,,. Par unicité, on a yni1|1, = yn puisque I,11 N
I, = I,,. Donc on a une unique solution globale vy, sur chaque I,, donc une
unique solution y sur I, ot y|;, = Yn.
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- St I =la,b], avec —00 < a < b < +00, alors on écrit:

1 1
1 = b—
U [a * n+1" n+1
neN
et le méme raisonnement s’applique
* St 1 =] —o00,a] ou I = [b,+00[ avec a,b € R, alors on écrit:

I = U[a—(n—l—l),a]
I = [Jbb+n+1

neN

et, la encore, c’est le méme raisonnement qui s’applique. En fait, l’idée est
d’écrire I comme une réunion croissante d’intervalles fermés bornés et d’appliquer
le méme raisonnement a chaque fois.
Si (y, 1) est une autre solution du probléeme de Cauchy, définie sur I, on a ainsi,
pour tout n € N, y|; = y|;,, donc finalement, y =y
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