Agrégation externe de mathématiques 2019-2020

Théoreme des deux carrés

Lecons 121,122,126

Théoréeme (Théoréeme des deux carrés de Fermat)

Soit 'ensemble:
Y = {neN:3J(a,b) e N*:n=0a’+b}

Soit p € N premier. On a alors:

pEX & p=2oup=1I[4

Voici le plan de la démonstration:

1. Montrer que Z[i] est euclidien et que:

2. Montrer que, pour p € N premier:

p €Y < pnlest pas irréductible dans Z]i]
& p=1[4]oup=2

Démonstration. 1. Montrons que Z[i] est euclidien pour le stathme:

N: Z[i] — N
z o 2z=|z?

Soient z,t € i) avec t # 0. 2 € C donc il existe (x,y) € R? tel que: 2 = x + iy.

Soit alors q € Zli] tel que ¢ = a + ib avec:

1 1
(a,b) € Z* et |a—$|§§,]b—y!§§ (1)
Alors on a:
z 9 5 1
N<¥—q>:|a—x| + (b — vyl §§<1

Posons alors r =z — qt. On a: N(r) = N(z — qt) = N(t)N (2 — q) < N(¢).

t
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Figure 1: Illustration de la propriété , le carré rouge indique la zone pour laquelle ¢ est
I’élément de Z[i] le plus "proche”. ¢ et 7 ont respactivement @ et Z7T pour image dans le
plan complexe

Ainsi, z = qt + 1 avec 0 < N(r) < N(t). N est bien un stathme euclidien. Ainsi,
Uanneau Z[i] est euclidien, donc factoriel.

Soit z € Z[i]*. Il existe u € Z[i] tel que zu = 1. Donc N(zu) = N(z)N(u) = 1.

Comme N est a valeurs dans N, on a forcément N(z) =1, i.e. z € {—i,i,—1,1}.

De plus, si z € {—i,i,—1,1}, alors z € Z[i|* 2z = 1. Donc on a bien:

Zi)* = {—i,i,—1,1}

2. Soit p € N un nombre premier. Montrons que:

pE€X & pnlest pas irréductible dans Zl[i]

- =: Sip e, alors il existe (a,b) € N? tel que p = a® + b, avec a,b # 0 puisque
p > 2 et p est premier (par exemple si a = 0 alors p = b* ce qui contredit la
primalité de p). Donc p = (a + ib)(a — ib) et a £ib ¢ Z[i|*. Donc p n’est pas
irréductible dans Z[i]* .

- < Sip est non irréductible dans Zli], alors p = z2', avec z,2' ¢ Z[i|*. Donc on
a:

N(p) = N(z%)

Comme z, 2 ¢ Z[i]*, il vient N(z) = N(2') = p, donc p € &
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On obtient ainsi:
p non irréductible dans Z[i] < (p) n'est pas un idéal
premier de Z][i]
2l ZX] Fp[X]

Remarque(s).

s

Tt T ¢

B) - XLy (X )
n’est pas un anneau integre
(X% 4+ 1) n'est pas un idéal
premier de I, [i]

X? + 1 n'est pas irréductible

dans F,[X] (2)
—1 est un carré modulo p (3)
p=2ou(-1)"7 =1 (4)
p=2 ou P est pair

p=2oup=1][4

1. L’implication = se montre en partant du fait que si X*>+1 €

F,[X] n’est pas irréductible, comme il est de degré 2, alors il se décompose en un
produit de deuz facteurs de degré 1, i.e. admet au moins une racine «, vérifiant
a?+1=0 dans F, = piZZ. L implication réciproque est triviale.

2. L’équivalence est triviale lorsque p = 2 et repose sur le symbole de Legendre

X
(ainsi que le théoreme de Lagrange pour le groupe multiplicatif Iy = <Z> )
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