Agrégation externe de mathématiques

Equation des ondes en une dimension

Domaines: Calcul différentiel, Equations aux dérivées partielles

Théoréme (Equation des ondes 1D)

Soient ¢ > 0, f € C*(R,R) et g € C*(R,R). Alors I'équation aux dérivées partielles:

Pu(y t) = 2L%(x,t), (x,t) eRxR
u(-0) = f (1)

admet une unique solution u € C*(R x R, R) donnée, pour tout (z,t) € R x R,
par:

z+ct
[f(x +ct) + f(z —ct)] + 2ic / g(s)ds (2)

—ct

N | —

u(z,t) =

Voici le plan de la démonstration, qui se fait par analyse-synthese:
1. Montrer, via le changement de variable (o,7) = (x + ct,x — ct), que u s’écrit sous
la forme:
u(z,t) = Fi(z+ct)+ Fo(z —ct)

pour tout (z,t) € R? et F|, Fy € C*(R,R).

2. A T'aide des conditions initiales, calculer F'1 et F5 en fonction de f et g, et écrire u
sous la forme (Z2)).

3. Montrer que u est bien solution de

Démonstration. 1. Analyse: Soit u une solution de (l)). Faisons le changement de
variable:

ce qui revient a écrire:

Soit alors:
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o(o,7) — u(%(a+7),2ic(a—7))

On a ainsi, puisque v € C2(R x R, R) (par composition de fonctions de classe C?),
en utilisant la regle de la chaine:

ov 10u (1 1 10ou (1 1
%(077) = §%<§(U+T),2—C(U—T))+2—C§<§(U+T),2—C(U—7))

ainst que:

8%( )—1—8% 1(Jr)—l(—) L O l<+)_1(_)
OT0o @7 = 4 Oz2 2(7 T’ZCO T 4dc OtOx 2(7 7',200 T

1 0%u (1 1 1 0% (1 1

4e Ozt <§(U+T>’ 20(0—7)) 4 o (§(J+T)’ 20<0_T))
2

Comme u € fo(R X R,R), le théoréme de Schwarz assure que:

0%u 0%u

otoxr  Oxot

donnant ainsi:

920 (0.7) = 10%u (%(U+T),%(U_T)) _ 1% (1(a+7),l(a—7))

Ot0o 402 2 4c? 0t? \ 2 2¢
-1 [0*u ,0*u
= 12 {@(%t) —c @(%ﬂ}

= 0

et ainsi, il existe Fy € C3(R,R) telle que, pour tout (o,7) € R?:

v(o,7) = Fy(7) +/OU fi(s)ds

Posons, pour tout o € R:
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Fio) = /0 " h(s)ds

On a ainsi, en revenant aux variables (z,t) € R?:

u(z,t) = Fi(z+ct) + Fa(z —ct) (3)

ou Fy, Fy € C2(R,R).

2. Déterminons Fy et Fy en fonction de [ et g. En évaluant ent =0, on a, pour tout
x € R:

u(z,0) = F(z)+ k) = f(r)
8u(x,0) = cFj(x) - cFyx) = g(x)

En intégrant la seconde équation, il vient:

Fi(z) + Fa(z) = f(z)
Fi(z) — F1(0) — Fa(x) + F»(0) = —/0 g(s)ds

On obtient ainsi un systéme en Fy(x) et Fy(x):

(nn+r - o x
Fi(z) — Fy(z) = Fi(0) — F3(0) + % [ g(s)ds

On obtient ainsi, pour tout x € R:

2 2c

W@ t) = S+ et)+ flo—ct)] + — / s

2C r—ct

N | —

3. Synthése: Comme f et g sont respectivement de classe C? st C' sur R, u est donc
de classe C* sur R x R par composition. Ainsi, en utilisant a nouveau la régle de la
chaine, on a, pour tout (z,t) € R%:
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%(x, t) = % [f'(z +ct) — fl(z—ct)] + % [g(z 4 ct) + g(z — ct)]

%(x, t) = % [f'(x 4 ct) + f'(z — ct)] + i lg(x + ct) — g(z — ct)]
Ainsi que:

%(f’?a t) = % [f"(z+ct) + f'(x —ct)] + g g/ (z +ct) — g'(x — ct)]

%(f’?a t) = % [f"(z+ct)+ f'(x — ct)] + % g/ (z +ct) + ¢ (x — ct)]

D’une part, on remarque que, pour tout x € R:

u(z,0) = f(z)
ou
D) = gla)

D’autre part, on a bien, pour tout (v,t) € R?:

0%u 0%
ﬁ(%t) = CQ@(% t)

Ce qui montre que u est bien solution de .

Remarques. 1. La solution de (1] est bien unique. En effet, on a trouvé une unique
expression de u dans ['analyse. Pour étre plus convaincant, si uy et us sont deux
solutions de (1)), alors la différence us —uy est également solution de , mais avec
f=9g=0. Ainsi, ’expression montre bien que us —u; =0, i.e. Uy = us.

2. Les expressions ou encore montrent bien le caractere de propagation de la
solution dans deuz directions opposées a la vitesse ¢ (Fy dans le sens des x croissants
et Fy dans le sens des x décroissants).

3. On dit que l’équation des ondes est une équation aux dérivées partielles linéaire
hyperbolique, en particulier, on a certaines propriétés, communes avec les équations
de transport par exemple:

*x Si f et g sont réguliéres, alors v — u(x,t) sera réguliére pour tout t > 0.

*x Si f et g sont a support compact, alors x — u(x,t) sera a support compact pour
tout t > 0.
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Fu_ i
e = o

025

Figure 1: Simulation numérique de I’équation des ondes avec f une fonction gaussienne
et g =10
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