Agrégation externe de mathématiques 2019-2020

L’équation matricielle e = I,

Lecons 153,156,157

Dans tout ce qui suit, n désigne un entier naturel supérieur ou égal a 1.

Théoréme (Résolution de 1’équation matricielle e = I,)

Dans M, (C), e# = I, si et seulement si ils existent P € GL,,(C) et dy,--- ,d, € 2inZ
tels que:

A=p! P
(0) dn

Voici le plan de la démonstration:

1. Décomposer A, puis e & 'aide de la décomposition de Dunford.
2. Montrer que A est diagonalisable

3. Conclure

Démonstration. 1. Soit A € M,, (C) telle que e* = I,,. La décomposition de Dun-

ford de A assure qu’ils existent N,D € M, (C) telles que A = D + N avec D
diagonalisable, N nilpotente, et ND = DN. De plus, N et D sont des polynomes
en A. On a ainsi e = ePtN = ePeN car ND = DN

De plus, on a:

N ol ok n—l ark n—l ark—1 /
M=o Lﬁrzﬁ Li+N> =Lt N
k=0 k=1 k=1
avec:
/ nol k-1
N = N]; o

De plus, N et ZZ;% % sont des polynomes en N, donc commutent. Ainsi, N est

nilpotente et c’est un polynome en A. Ainsi, on a:

et =ePelN =eP (I, + N') = eP =P N’
* D est diagonalisable donc ils existent P € GL,(C) et Ay,--- , A\, € C tels que:

A (0)
PDP! = :
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Ainsi, on obtient:

6D — P—l L P
(0) e

donc eP est diagonalisable

x eP et N' sont des polynomes en A donc commutent. Comme N’ est nilpotente,
ePN' est aussi nilpotente.

* eP et €PN’ sont des polynomes en A donc commutent

Donc e = eP + eP N’ est la décomposition de Dunford de e

2. Si et =1,, alors c’est une autre décomposition de Dunford de e (I,, et 0 vérifient
bien les propriétés requises). Or, lunicité de la décomposition de Dunford assure

que:
D D
A e = I, e? = 1,
‘ _]“‘:){ PN’ = 0 ‘:’{ N = 0
car e? € GL,(C) (d’inverse e )
Ainsi, on a:
n—1 NE-1
, —_— —_—
N = Nkz =0
=1

Or, N est nilpotente donc il existe QQ € GL,(C) telle que:

QNQ™! = :
(0) 0

1 *

n-l NkE-1
Donc on a: Q (Z x ) Q=
' (

= 0) 1

n—1 n—1

Nlc—l Nk—l ‘ .

Donc det (k o > =1 et kz: o est inversible.
—1 =1

d’ou N =0, et A est diagonalisable.
3. A est diagonalisable donc ils existent P € GL,(C) et dy,--- ,d, € C tels que:
dy (0)

PAP™! = .
(0) dn
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Comme e = I,,, on obtient alors:

PeAP~! = . =1,

Ainsi, pour tout j € [1,n], e% =1, soit d; € 2inZ

dy (0)
Donc A= P~* P ou (dy,--- ,dy,) € 2inZ"
(0) dy
Réciproquement, si ils existent P € GL,(C) et dy,--- ,d, € 2inZ tels que A soit de
la forme:
dy (0)
A=pP! P
(0) dy,
e (0)
alors on a ¢ = P~} P=pPl,P=1,
(0) et

Donc A est bien un antécédent de I,, par I’exponentielle.
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