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Intégrale de Dirichlet

Leçons 235,236,239,265

Théorème (Intégrale de Dirichlet)

L’intégrale
∫ +∞
0

sin t
t

dt est convergente et on peut même calculer sa valeur:

∫ +∞

0

sin t

t
dt =

π

2

On introduit la fonction auxiliaire suivante:

F : R+ −→ R
s 7−→

∫ +∞
0

e−st sin t
t

dt

Voici le plan de la démonstration:

1. Montrer la convergence de l’intégrale.

2. Etudier F et montrer qu’elle vaut une certaine fonction usuelle que l’on précisera.

3. Etudier lim
+∞

F et lim
0
F puis conclure.

Démonstration. On rappelle que la fonction sinus cardinal est donnée par:

∀x ∈ R; sinc(x) =
sin(x)

x

1. Soit T > 1. On a:

∫ T

0

sin t

t
dt =

∫ 1

0

sin t

t
dt︸ ︷︷ ︸

:=I1

+

∫ T

1

sin t

t
dt︸ ︷︷ ︸

:=I2

(1)

sinc ∈ C∞(R) donc l’intégrale I1 converge.

De plus, une intégration par parties assure que:

∫ T

1

sin t

t
dt =

[
− cos t

t

]t=T

t=1

−
∫ T

1

cos t

t2
dt (2)

Or, t 7−→ cos t
t2
∈ L1([1; +∞[), donc l’intégrale I2 converge (T → +∞).
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2. ∀t ∈ R; |sin t| ≤ |t| donc |sinc(t)| ≤ 1, d’où sinc ∈ L∞(R). De plus, sinc est
mesurable sur [0; +∞[ (car régulière), et on peut constater que sur R∗+, F est la
transformée de Laplace de sinc. Donc, en appliquant la propriété de dérivation de
la transformée de Laplace, on a F ∈ C1(R+) et, pour tout s > 0:

F ′(s) = −
∫ +∞

0

e−st sin(t)dt = − 1

1 + s2

Donc, pour A > 1 > ε > 0, on obtient par primitivation:

F (A)− F (ε) = arctan(ε)− arctan(A) (3)

3. On sait que F (A) =
∫ +∞
0

e−Atsinc(t)dt

Pour tout A > 1, t 7→ e−Atsinc(t) est mesurable (car régulière), et est dominée par
t 7→ e−t, intégrable, positive et indépendante de A. Enfin, pour presque tout t ≥ 0
(en fait pour tout t > 0), e−Atsinc(t) −→

A→+∞
0

En vertu du théorème de convergence dominée de Lebesgue, nous obtenons ainsi
lim

A→+∞
F (A) = 0

Les trois hypothèses nécessaires à son application étant bien vérifiées (mentionnées
avent le résultat sur la limite). En passant à la limite A→ +∞ dans 3, on obtient
ainsi, pour tout ε > 0:

−F (ε) = arctan(ε)− π

2
(4)

Il reste à présent à montrer que lim
ε→0+

F (ε) = F (0) (en effet, on a de la régular-

ité C1 sur R∗+, mais on ne sait à priori rien de la continuité en 0). On sait que

F (ε)− F (0) =
∫ +∞
0

(e−εt − 1) sinc(t)dt

On obtient ainsi:

|F (ε)− F (0)| ≤
∣∣∣∣∫ 1

0

(
e−εt − 1

)
sinc(t)dt

∣∣∣∣+

∣∣∣∣∫ +∞

1

(
e−εt − 1

)
sinc(t)dt

∣∣∣∣
≤

∫ 1

0

∣∣e−εt − 1
∣∣ dt+

∣∣∣∣∣∣∣∣
∫ +∞

1

e(i−ε)t − eit

t
dt︸ ︷︷ ︸

:=I3

∣∣∣∣∣∣∣∣
≤

IPP sur I3

∫ 1

0

∣∣e−εt − 1
∣∣ dt+

∣∣∣∣ ei−εi− ε
− ei

i

∣∣∣∣+

∣∣∣∣∫ +∞

1

1

t2

(
e(i−ε)t

i− ε
− eit

i

)
dt

∣∣∣∣
≤

∫ 1

0

∣∣e−εt − 1
∣∣ dt+

∣∣∣∣e(i−ε)ti− ε
− eit

i

∣∣∣∣+

∫ +∞

1

1

t2

∣∣∣∣e(i−ε)ti− ε
− eit

i

∣∣∣∣ dt
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En appliquant de nouveau le théorème de convergence dominée sur les deux inté-
grales, on obtient finalement:

|F (ε)− F (0)| →
ε→0

0

Ainsi, dans 4, le passage à la limite ε→ 0 donne ainsi:

F (0) =

∫ +∞

0

sin t

t
dt =

π

2

�
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