Agrégation externe de mathématiques 2019-2020

Le laplacien discret 1D

Legons 144,155,222,226,233

Théoreme (Matrice de discrétisation du laplacien en une dimension)

Soit n € N\ {0, 1,2}. Soit la matrice A, € M,, (R) donnée par:

On a alors:
1. A, € §T(R) (matrice symétrique définie positive)

2. Le spectre de A est donné par:

o(A,) = {2—2cos<np_zl> pE [[1,n]]} (1)

3. Le conditionnement de A, explose avec n:

2
Cond,(A,) ~ in (2)

n—-+00 71'2

Voici le plan de la démonstration:

1. Montrer que A,, € S,/ "(R) en revenant a la définition (pour les legons 144,155)

2. Trouver les valeurs et vecteurs propres a l’aide d’une suite récurrente d’ordre 2

3. Etudier le conditionnement avec les valeurs propres (pour les legons 222,226,233)
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Démonstration. 1. Soit X € R. On a alors:

> 1 (0)
1 o
XA, X = [ ... oz, ] :
-1 T
(0) 12
i 2331 — X9 17T T 1
—x1 4+ 219 — 3 To
—Tp_o+ 2~Tn—1 — In Tn—1
—Tp—1+ 2xn Tn

= (227 — wom1) + (=212 + 2235 — 2w3) + . ..
= H(=Tn2Tn_1 + 222 | — TpTp 1) + (—Tp_17, + 222)

Réarrangement 2 9

ZL’% + ([L‘% — 22129 + x%) + ...+ (ZL'n_l — 2% 1Ty + l’i) + 1,

= 224 (2 —29)? o (T — ) 22

Donc XTA,X > 0, donc A, € SH(R). De plus, I’égalité XTA, X = 0 implique
alors que x1 = To — 1 = ... Tp 1 — Ty =T, = 0, dovu ;1 = ... =z, = 0, e
X =0. Ainsi, A, € ST (R). En vertu du théoréme spectral, A, est diagonalisable
et ses valeurs propres sont réelles strictement positives.

2. Soit \ € o(A,). Il existe un vecteur propre X # 0 tel que Ax = A\X. On étend
I
X = : en une suite Ty, ..., Ty telle que ro = x,11 = 0. L’équation AX =
T
AX devient ainsi, pour tout k € N,

—Zp + 2Tp1 — Tpao = ANTpy1 e Tpao + (N —2)xppg + 2

C’est une suite récurrente linéaire d’ordre 2, de polynéme caractéristique X2+ (X —
2)X + 1. Soit A = (X —2)? —4 le discriminant de ce polynome:

- Si A >0, alors les racines (réelles) du polynome caractéristique sont:

r+ =

2— At VA
#\/—7&0

On obtient ainsi v, = arz® + a_z® pour ay,a_ € C. D’une part, on a: xo =
+L 4+ +> ’

oy +a_ = 0. Dautre part, on a: z,4; = a2 + a 2™ = 0. Les racines

étant distinctes, on a alors |xy| # |z_|, donnant ainsi 27" # 2" ainsi que ce

n+1
systeme linéaire de rang 2:

oy + a_ = 0
eay + "ol = 0
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On obtient bien oy, = o = 0, et donc la suite (zy)y est nulle, soit X =0, ce qui
est absurde.

- 51 A =0, alors la racine double du polynéme caractéristique est donnée par:

2—-A
l'” = T 7&0
Donc on a: zp = (ark + a,)xﬁ pour a,,a_ € C. D’abord, on a o = a_ = 0,
ensuite, on a Tny1 = (n + 1)xﬁ+1 = 0, donc la suite (x)r est encore nulle, et
X =0, ce qui est la aussi absurde.

- 1l reste le cas A < 0. Les deuz racines (complexes conjuguées) du polynome
caractéristique sont:

2~ A+iy/[A]

Ty = B
Remarquons d’abord que:
o _ (202 1A
vl =
1 1
= —2=-N*+-(-A
12N+ (=)
1 1
= “2-N*+-[4-(1—-2)?
12— [ (A -2y
= 1

Ainsi, lexpression de xy, est donnée par xj, = ay e +a_e % pour § €]0, 2|\ {r}.
Or, on sait que vg = ay +a_ =0, donc a_ = —avy, soit xp, = 2iay sin (k).

De plus, on sait que x,,+1 = 0, donc on a ay =0 ousin((n+1)8) =0. Siay =0,
alors la suite () est nulle, et X = 0, ce qui est impossible, donc il reste l'option
sin ((n+1)0) = 0. Cela donne 0 = 25 pour p € Z. Pour que (z1)y ne soit pas
nulle, on doit imposer p ¢ (n+ 1)Z.

. . ; PT_ . . . , _
Ainsi, comme on a x, = e'»+1, il vient, en extrayant la partie réelle, que % =

oS (an1 ) , d’ou:

A=), = 2—2008(p7r) (3)

n+1

puisque p ¢ (n + 1)Z, on peut donc choisir p € [1,n], ce qui montre la propriété
(L)

- On admet la proposition suivante:
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Proposition (Conditionnement)

Soit M € GL,(R). Le conditionnement de M relatif a la norme eulidienne
| - ||2 est donné par

Max
A€o (MT M)
Min ||

A€o (MT M)

Al

Condy (M)

Dans notre cas, vu que A, est symétrique, on a:

Mazx |)|
Condy(A,) = %

Aeo (An)

2 —2cos (n”—fl)

2 — 2cos (HLH)

- Au numérateur, on a:

2—2COS< mr) — 2—2cos(m) =4
n+1 n—+o00

- Au dénominateur, on a:

2-2es( ) = e ()]

LY
n—-+oo 2 n+1

n—-+0o n2

Finalement, on a:

4 2
Conds(A,)  ~ i “

n—-+0oo 7‘('2

Remarques. 1. L’é¢tablissement du résultat est en fait “incomplet”. En effet, il

s’agit d’un raisonnement par analyse-synthese qui est caché dessous, mais seule

l'analyse a été menée, la synthese consistant a montrer que (cos (pk—” pour

n+1 ))ke[[l,n]]
pm_

p € [1,n] est bien vecteur propre associé a la valeur propre A\, = 2 — 2 cos (n+1), ce
qui repose sur des calculs trigonométriques, et est donc peu intéressant.

. Le résultat est utilisé dans la résolution numérique de problemes d’évolution en
. . 7/ . 7/ 2

une dimension d’espace x comprenant un terme de dérivée seconde d’espace %,

comme par exemple I’équation de la chaleur ou de Schridinger, et permet de donner
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une condition de stabilité du schéma numérique utilisé (condition CFL, impliquant
., P 2 .
des conditions sur le pas de temps et d’espace). En réalité, l'opérateur % se dis-

crétise en la matrice:

lorsque l'on utilise des différences finies sur [0, 1], avec un pas de discrétisation de
ﬁ, pour n noeuds de discrétisation équirépartis sur le segment [0, 1].

3. Le résultat signifie que lorsque n augmente, la matrice A, (et Al définie avant)
est de moins en moins bien conditionnée, ce qui signifie que lorsque l’on résout le
systéme linéaire Al X = B, le risque d’erreur est considérable, ce qui pose probléeme,
impose donc d’autres solutions pour résoudre le systeme linéaire, comme certains
algorithmes spécifiques aux matrices tridiagonales.
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