Agrégation externe de mathématiques 2019-2020

Décombrement des matrices
diagonalisables sur un corps fini

Legons 101,103,106,150,190

Définition (matrices diagonalisables de M,,(F,))

Soient p un nombre premier et ¢ = p” ot r € N*. On note [F, le corps fini a ¢ éléments.
On note D,,(F,) 'ensemble des matrices diagonalisables de M,,(FF,)

Théoréeme (Dénombrement de D, (F,))

Avec la convention |GLy(F,)| =1, on a:

|G L (F)|
q

Myenny Mg eN ‘GL’H’LZ (Fq) ’
0

m1+...+mq:n o

Du(Fy)| =

Voici le plan de la démonstration:
1. Déterminer les orbites de l'action de G'L, (F,) sur D, (FF,) par conjugaison.

2. Etudier le cardinal des ces orbites en étudiant le stabilisateur via les sous-espaces
propres

Démonstration. 1. GL,(F,) agit sur D,(F,) par conjugaison. On va décrire les or-
bites. Soit M € D,(F,):

Ou = {PMP ' PeGL,(F,)}

M est diagonalisable, donc il existe m = (my,...,my) € N? tel que D,,, € Oy, avec:
alIml (O)
(O) aq-[mq
en notant Fy = {ay, ..., aq}. De plus, si on a Dy € Op_,, alors:
q q

X, = [[(X —a)™ = [[(X —a)™ = x»,,

i=1 =1

donc m =m/. Les orbites sont donc disjointes, i.e. :
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2. On doit trouver le cardinal de chaque orbite Op, , et on utilise pour cela la relation
orbite-stabilisateur:

|G L (Fy)|

O —
’ Dm| |Stame|

Ftudions les stabilisateurs: Soit P € Stabp,,. Alors PD,,P~' = D,, soit PD,, =
D,,P. Soit A € o(Dy,) (spectre) et X € SEP(D,,, \) (sous-espace propre). Alors
D,,PX = PD,,X = P-A\X = APX, donc PX € SEP(D,,,\). Or, on a également

la décomposition suivante:

Fi = @5 SEP(Dn, )

A€o (D)

De plus, P stabilise chaque sous-espace propre, donc P est de cette forme:

ou, pour tout i € [1,q], P € GL,,,(F,)

Réciproquement, si P est de la formelll, alors on a bien PD,, = D,,P, d’ou:

Py (0)
StCLme = T 7VZ € [[17 Q]]v PZ € GLmz(FQ>
(0) Fy

Ainsi, en étudiant le cardinal, il vient:

|StabD

m

q
= [11GLwn(F,)
i=1

Finalement, on a bien:
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Remarque. On a, pour k € N* : |GL,(F,)| = (¢" — 1)(¢* —q) ... (¢" — ¢"71). En effet,
il suffit pour cela de compter le nombre de bases du IF,-espace vectoriel ]F’;:

- Pour choisir le premier vecteur, il suffit qu’il soit non nul, ce qui donne g* —1 solutions.

- Pour choisir le second vecteur, il suffit qu’il ne soit pas dans la droite vectorielle engen-
drée par le premier vecteur, donnant ainsi ¢* — ¢* solutions.

- Pour choisir le j-ieme vecteur, il suffit qu’il ne soit pas dans le sous-espace vectoriel
engendré par les j — 1 premiers vecteurs, donnant ainsi ¢* — ¢?~' solutions.

Finalement, on multiplie le nombre de solutions pour les k vecteurs, donnant |GLy(F,)| =
(@ =" —q)...(¢" ="
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