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Partie 1 : Ensembles semi-algébriques



Ensembles semi-algébriques

Définition d’un ensemble semi-algébrique

Les sous-ensembles semi-algébriques de R™ forment la plus

petite classe SA, de sous-ensembles de R™ telle que :

Q@ SiPeR[Xy,...,X,)], alors {r e R/P(x) =0} € SA, et
{zr e R"/P(x) > 0} € SA,.

Q@ SiAecSA, et BeSA,, alors AUB, AN B et R™\ A sonl
dans SA,,.
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Ensembles semi-algébriques

Théoréme de Tarski-Seidenberg - seconde version

Théoréme

Tarski-Seidenberg - premiére version Soient A un
sous-ensemble semi-algébrique de R"! et 7 : R*"1 — R” [qg
projection sur les n premiéres coordonnées. Alors m(A) est un
sous-ensemble semi-algébrique de R™.




Ensembles semi-algébriques

Théoréeme de Tarski-Seidenberg - premiére version (une application)

Corollaire

Si A est un sous-ensemble semi-algébrique de R™, son adhérence
A dans R™ est aussi semi-algébrique.




Ensembles semi-algébriques

Définition d’une formule du premier ordre

Définition
Une formule du premier ordre (du langage des corps
ordonnés G parameétres dans R) est une formule obéissant auz
regles suivantes :
Q SiPeR[Xy,...,Xy], alors P=0 et P > 0 sont des
formules du premier ordre.
Q Si ¢ et Y sont des formules du premier ordre, alors "® et
U "p oy W' et "non ®" sont des formules du premier
ordre.

Q Si ® est une formule et X une vartable sur R, alors 3X & et
VX® sont des formules du premier ordre.

y




Ensembles semi-algébriques

Théoréme de Tarski-Seidenberg - deuxiéme version

Tarski-Seidenberg - deuziéme version
Si ®(Xy,...,X,) est une formule du premier ordre, l’'ensemble
des (x1,...,%n) qui satisfont ®(xy,...,x,) est semi-algébrique.




Ensembles semi-algébriques

Théoréeme de Tarski-Seidenberg - deuxiéme version (une application)

Corollaire (Rappel)

Si A est un sous-ensemble semi-algébrique de R™, son adhérence
A dans R™ est aussi semi-algébrique.




Partie 2 : Décomposition d’un ensemble
semi-algébrique



Décomposition d’ un ensemble semi-algébrique

Définition d’'une CAD

Une décomposition algébrique cylindrique (notée CAD) de
R™ est une suite Cy,--- ,Cp, ot pour k € [1;n], Cy est une
partition finie de R* en ensembles semi-algébriques.




Décomposition d'un ensemble semi-algébrique

Un exemple de CAD adaptée

Ax=1 i A
ID: 2+y?<1 ! A,
B_'.:)|'=\':1—)<2 /\

B :y=—1—x2 A \

A rx=4 D & 0.5

Di:x< -1 S
Di:x>1




Décomposition d'un ensemble semi-algébrique

Décomposition et hypercubes ouverts

Soit S € SA,. Alors il est possible de décomposer S de cette
maniére :




Décomposition d'un ensemble semi-algébrique

Décomposition et hypercubes ouverts (exemple)

1D : x2+y2 <1 2
By:y=+v1-x2
B_:y= —\./1—)(2
A, =(1,0)

A, =(1,0) A

B




Décomposition d'un ensemble semi-algébrique

Décomposition et composantes connexes

Théoréme

Tout ensemble semi-algébrique est localement connexe et a un
nombre fini de composantes connexes semi-algébriques.




Merci pour votre attention!




Partie 3 : Triangulation



Triangulation

Définition d’un simplexe

Definition
Soient ag, . ..,aq € R™ d+ 1 points indépendants de maniére affine. le
d-simplexe de sommets ag, ..., aq est 'ensemble :

d d
:[ao,...,ad]:{xER”:EI/\O,.. Aa€0,1]:) A= :Z)\iai}
=0 =0
Le simplexe ouvert correspondant est :
d d

g:(ao,...,ad)z{mE]R":El)\o,. Aa €]0,1]: Z)\-Zletmzz)\iai

i=0 1=0
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Triangulation
Définition d’un complexe simplicial

Un complexe simplicial fini de R est une collection
K ={o1,...,0p} de simplezes o; C R™ telle que pour tout
0i,05 € K tel que o0;Noj # 0, 0N oj est une face commune de

o; €t 0j.
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Un complexe simplicial Pas un complewe simplicial




Triangulation

Triangulation d’ensembles semi-algébriques compacts

Théoréme (Triangulation d’ensembles semi-algébriques
compacts)

Soit S € SA, un ensemble semi-algébrique compact. Il existe un
complexe simplicial K et un homéomorphisme semi-algébrique
h: K — S




Triangulation

Triangulation d’ensembles semi-algébriques compacts (exemples
g 1 I




Triangulation

Lemme de sélection des courbes

Théoréme (Lemme de sélection des courbes)

Soient S € SA,, et x € S\S. Il existe une application continue
v :[0,1] — R™ telle que v(0) = z et v (]0,1]) C S




