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La méthode QR pour le probleme
des moindres carrés

Lecons 160,233

Théoréeme (Méthode QR et probléme des moindres carrés)

1. Soient m,n € N* avec n < m. Soit A € M,,,,(R) avec rg(A) = n. Alors ils
existent @ € O,,(R) et R € GL,,(R) telles que:

2. Soit B € R™. Alors le probleme suivant, dit des moindres carrés:
Trouver X € R" tel que ||AX — B||= Inf||AY — B||
Y eRn

. : , N C
admet une unique solution, donnée par X = R~'C}, ou QTB = [ C’l } avec
2

C1 € R" et Cy € R™™™ (composantes 1 a n, puis n+ 1 a m)

Remarques. 1. ||-|| et (:|-) désignent respetivement la norme eucidienne et le produit

scalaire canonique.

2. Pour tout vecteur V.€ R™, on note VU sa j—iéme coordonnée*

Voici le plan de la démonstration:

1. Etudier la décomposition QR sur une matrice A € M,,(R) (que I'on précisera) dont
les colonnes forment une base de R™.

2. Utiliser cette décomposition pour en déduire X

Démonstration. 1. Comme rg(A) =n, les colonnes de A= [ Uy ... U, | forment
une famille libre de R™. Par le théoréme de la base incompléte, on peut compléter
la famille {Uy, ..., U,} en une base {Uy, ..., Uy, Upi1,..., Uy} de R™. Posons alors

A=[U ... Uy Uppr -.. Un .

On orthonormalise ensuite la base {Uy, ..., Uy} via Ualgorithme de Gram-Schmidt.
On pose By = ”((ﬁ”, puis, pour tout k € [2,n],

U, — S5 (Uj|E) E;

7=1
B = k—1
HU’“ — 2 - (\Ui| B E;
On obtient ainsi:
Maxime BOUCHEREAU 1 Université Rennes 1-ENS Rennes



Agrégation externe de mathématiques

2019-2020

U, = 7’1,1E1
Uy = ro1By + 7192k
Un = tmibh + rpaols +

avec, pour toutj € [1,m], r;; # 0.

Posons alors Q = [ E, B, E,. } € On(R)
ainst que:
11 T2 T'm,1
]N% _ 22 Tn.m,Z
(0) T
On a ainsi:
- (1 1 1
gV M EY ri1 Tan
T N
™ g™ ES™ (0)

[ lelEil) 7“271E§1) + TQ’ZEél)

T171E£2) T271E£2) + T2’2E§2)

L 7“171E§m) T2,1E£m) + TQ,QEém)
= [ rialh o By 4 roa kb
= [ Ui U, U ]

Tm,1E§m) + rm,2E§m) +
rm,lEl + Tm,2E2 +...+ Tm,mEm ]

+ rm,mEm

€ GL,(R)

7nm,l
T'm,2

Tm,m

Pt B 1o ESY) 4 r BN
Pt B 4 1 g ESD 4+ vy BN

oo+ rm,mE,(nm)

On a donc construit nos matrices QQ et R telles que:

A = QR
Posons la matrice:
1 T2 Tn,1
2.2 Tn2
R =
(0) T

La matrice [ O

R. On obtient ainsi:

€ GL,(R)

] € M, (R) est ainsi constituée des n premieres colonnes de
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ce qui montre la premiere partie du théoreme

2. SoitY € R*. On a:

2

R
v - = e, f -5
r 2
Q€0 (R) OR :|_QTB

- Ry ][O
o i Opm—n CQ
_ [ RY —C1 ] [ Opn
= c.
= IRy =GP +IC] (3)

OR'mfn

Ainsi, le vecteur X minimisant la quantité est donné par X = R~1C}, ce qui a
bien un sens car R est inversible.

Remarques. 1. Dans la décomposition QR donnée par , on a montré l’existence,
mais on a également unicité du couple (Q, R). En effet, soient Q1,Qs € O, (R)
et Ry, Ry € Glu(R) triangulaires supérieures telles que A = Q1R = QaRy. La

~ o~ -1
matrice QT Qy = RyRy  est donc a la fois orthogonale et triangulaire supérieure,
donc vaut lidentité, ce qui donne ['unicité.

2. Le passage de a utilise la décomposition de R™ en somme directe de deux

1

sous espaces orthogonaux: R™ = R" G R™ ", puis le théoréme de Pythagore. Ainsi,
les vecteurs RY — Cy et Cy sont respectivement dans R™ et R™™™, et la norme
euclidienne || - || de est celle sur R™ alors que celle dans est celle sur R™~™
ou R"
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Rm—n 4
CZ ] a O ym—n
C, =~ — ~ R
2 O]R\{n RY C1 RY — C1:|
1 > >
Rn

Figure 1: Illustration du passage de a . Le symbole ~ indique un abus de notation
mais permet de visualiser les choses
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