Master 2 mathématiques fondamentales 2020-2021

Séminaire de Master 2

Comportement global de NV especes en compétition
avec diffusion forte

Séminaire encadré par
Francois CASTELLA

Maxime BOUCHEREAU 1 Université Rennes 1



Remerciements

Je remercie Frangois CASTELLA pour son aide et les conseils apportés dans 1’encadrement de ce sémi-
naire.

Introduction

L’objet de ce séminaire est I’étude du comportement de N especes (animales) évoluant dans un milieu
naturel, muni d’une unique ressource, ainsi que différents phénomenes naturels observables: naissance et
mortalité, dispersion dans le milieu naturel, dépendance de la ressource...

Toutefois, certains phénomeénes ayant lieu sur de grandes échelles de temps (naissance, mortalité,
dépendance en ressource...) alors que d’autres se déroulent sur des intervalles de temps beaucoup plus
petits (dispersion des animaux). Cette différence sera prise en compte, donnant lieux & des systémes
d’équations différentielles et aux dérivées partielles.

L’étude mathématique de ces systemes fera appel a certains outils, en particulier la décomposition
dite slow-fast, ou bien encore le théoreme de la variété centrale.
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Partie 1

Modele et résultat principal

1.1 Modélisation du probleme

Soient p € N* et {2 C RP un ouvert lisse, borné. On considere le systeme d’EDP suivant:

DR _ [(x) ZZ 1 3 i BEVE — mo()RE + Ldivy (agV (R7) ,x € 0

\ne[[1 VE  (fi(x, RF) — ma(x)) VE + Ldivy (aﬁXV;),er
(53 vieq, ] ? — - VVE=0,x €0
Re(,0)=R°>0
Vi€ [1,N],VE(,0)=V2 >0
Ou l'on a:

- R = R®(x,t) est la concentration en ressource en (x,t).

- I(x) > 0, non identiquement nulle, est un terme de création de ressources (terme de source).

- mo(x) est le taux de disparition de la ressource (liée & la sédimentation par exemple).

- VE =VF(x,1) est la concentration de 'espece i en (x,t).

- m;(x) est le taux de mortalité de I’espece i (de causes naturelles par exemple).

- fi(x, R®) > 0 est le taux de consommation de l’espece ¢ en fonction de x et de R (x,t) (chaque espece se
reproduira plus ou moins rapidement en fonction de sa consommation en ressource). On fait ’hypothese

que f; est croissante en R, de différentielle localement lipschitzienne et est nulle en R = 0.

- A €]0,+00[ est le "rendement” de l'espece 4 en fonction de la consommation en ressources (chaque
espece ne consomme pas la méme quantité de ressource pour un méme niveau de reproduction.

- Pour tout i € [0, N], divx(aiex) désigne aussi bien la diffusion (et éventuellement le déplacement) des
ressources que celle des populations animales. On prend a; € Cl(Q,Ri).

% €]0, +o0] est le taux de diffusion commun.

=l

est le vecteur normal & 0.

Dans ce probleme, on étudie le cas ¢ — 0, i.e. é >> 1. En effet, les phénomenes de diffusion

se déroulent sur de courtes échelles de temps (en général durant la journée), tandis que les autres
phénomenes, ceux concernant 1’évolution démographique de la population en lien avec I’évolution de
la quantité de ressource, se déroulent sur de grandes échelles de temps (en général un an, au fil ses
saisons).

Remarque. En posant, pour tout i € [1, N], Uf(x,t) = \; "VE(x,t), on peut supposer que \; = 1.
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1.2 Un théoreme d’existence et d’unicité

Théoréme (Existence et unicité d’une solution - Admis)

Si (Re,VE, -, VE)(-,0) € CO(Q)NF! est une condition initiale au systeme (S.) dont toutes les com-
posantes sont positives, alors il existe une unique solution (R, VE,-- -, V5) € C1(]0, +oo[,CO(Q)N+1)
dont toutes les composantes sont positives telle que, pour tout g9 > 0, il existe M (gg) > 0 telle que
pour tous € €]0,¢o[ et t > 0:

N
1B, D)ooy + D IUS G Ol gy < Meo)
i=1
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Partie 2

Etude du systéme d’EDP

2.1 Décomposition en systeme slow-fast

Pour tout ¢ > 0, le (N +1)-uplet de fonctions We(¢,-) = (R¥(t,-), U (t,-), - , U5 (t,-))T est dans CO(Q)™.

Lemme (Décomposition en somme directe)

Soit || la mesure de Lebesgue de |Q] (finie). Soit ¢ : CO(Q)N*T! — RN*! I'application linéaire
suivante:

@ (fo, fn) — (Hll/Qfo(x)dx,---,Kl)/QfN(x)dx>

En notant £ = RV*! et F' = ker(¢), on a cette décomposition en somme directe:

Nt = EeoF

Démonstration. La preuve de ce lemme se fait en notant que, pour tout f € CO(€):

1 1
;o= @/ﬂﬂxmxw—@/ﬂf(x)dx

ce qui donne CO(Q)NTY = E+4 F. Pour montrer que cette somme est directe, on considére f € ENF.
Alors f est de moyenne nulle et est constante, donc f = 0.

]
On note alors X¢(-,t) = Mg(We(-,t)) et Ye(-,t) = Hp(We(-,t)). Ainsi, X*(-,t) décrit I'évolution des

valeurs moyennes de R°, Vi,..., V5 sur Q, se déroulant sur de grandes échelles de temps (slow), tandis
que Y¢(-,t) décrit les phénomenes de déroulant sur de courtes échelles de temps (fast).

En notant:

K = diag (divx(aogf),divx(mex-), e 7d7;'Ux(aN€x')a)

I — moRE - Zf\il ‘/igfi(xv RE)
Fle W) = (filx, R ) —my)Vy

(P (x, BS) — ma)Vi
- Fo(X5,Y9) = MpF(x, WF)

- Gi(x, X5,Y®) =IpF(x,W¢)
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On obtient le systeme slow-fast:

9X*® :fO(XE7Y8)
oye _ gl(X, XE)YE) + éKYE
(ng)i %}~?X5:ﬁ>o€Y5:0sur89
XE('vo) :HE(WE('ao))
Ya('vo) :HF(WE('7O))

2.2 Le théoreme de la variété centrale et ses conséquences

Théoréme (Théoréme de la variété centrale - Admis)

Ils existent g9 > 0 et une fonction h € C1(E x [0,0], F) tels que:

||h('75)||L°°(E,F) o O(e)

et, pour tout ¢ €]0, go], le systeme (S2f) peut-étre approché par ce systéme:

A=t _ Fo(Xleele, p(X ool )
yleolhe = p(Xxlooke )

(Sl 7. Fxlohe = 7. Fylole = 0 sur 90
Xleeke(.,0) = Mp(We(-,0))
yleele(. 0) = Ip(We (-, 0))

avec convergence exponentiellement rapide vers la variété centrale, c’est-a-dire que pour toute
condition initiale, ils existent u, C' > 0 tels que, pour tout ¢ > O:

ut

1Yo (-,t) — h(XE(,t),€)||p < Ce '

olt [|(uo, -, un)|[p = HUOHLoo(Q) ++ ||UNHL°°(Q)

Remarque. Connaitre une solution de S revient & connaitre une solution de (851 (donc de (S.)), a
une erreur pres, qui décroit exponentiellement en temps.

Ainsi, on peut se ramener a ’étude de cette EDO:
dxloele
dt

et, puisque € — 0, on a cette premiere approximation, appelée systeme agrégé :

(S¢) : = Fo(Xxlhe p(xleele gy

o dx[]
(85) : =3 = Fo(x1%,0)

qui se lit explicitement:

(S5) - { G=1 —mor — S fitr)us
dus — (f,(r) — mi)u; i € [1,N]

Avec:

~ 1 ~ 1
I:—/dex,m:—/m x)dx
[ J b ma = qop | mo(x)

et, pour tout ¢ € [1, NJ:

~ 1 ~ 1
mi = @/ﬂmi(X)dx, fi(r) = @/in(x’”dx

Ce systéme décrit la variation moyenne de ressources et de chaque population 4 (en premiére approx-

imation, i.e. si € — 0).

Maxime BOUCHEREAU 6 Université Rennes 1
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2.3 Etude de solutions stationnaires

Définition
On définit r§ = L et, comme, pour tout i € [1,N], f; est croissante, on pose:
mo
~=1 ~
r? = fi  (my) si TEI_POOfi(T) >m;
+00 sinon
On pose également:
_ pz‘) = (7'370’... 70)
- Sirg >k opl = (5,0, ,0,uf,0,---,0), on uf = Lo (rs —7F) > 0.
myg

Proposition (Stabilité des solutions stationnaires de (S§))

- Si, pour tout i € [1, N], r§ < ¥, alors le systéme (S§) admet pour unique solution stationnaire

positive le (N + 1)—uplet p{, qui est asymptotiquement stable.

- Soit i € [1, N]. On suppose que r; < r§ et, pour tout j € [0, N]\ {i}, rj < r}. Alors le systeme
(S§) admet pour unique solution stationnaire positive le (N 4 1)—uplet p}, qui est asymptotique-
ment stable.

- Si, pour tout i # j, 77 # 77, et r{ < rg pour tout i € [1, N], alors le systeme (S§) a exactement
N + 1 solutions stationnaires positives qui sont les p¥, pour 7 € [0, N]. De plus, exactement 1'une
d’entre elles est stable, c’est pj , ot v} = min(rg,---,7%).

Démonstration (idée). On peut prouver cette proposition (auw moins la partie concernant la stabilité) en
utilisant le théoréme de stabilité en premiere approzimation, ce qui se fait via [’étude de la différentielle
de la fonction:

I —mor — Zi\il fi(r)u;

(f1(r) —m1)uy

F: (T,U]_,"' aU/N)
(fu(r) = min)uy

donnée par:

—mo =X fi) —A0) e ()

dF(r,u1,-- ,un) = /i (?“)m filr) = , )
fx (Fyux 0 Frr) — i

Par exemple, on observe que:

—1my N (*)

aF (p}) = b =
(0) In ) = iy

Les valeurs propres de dF (pf) sont toutes négatives, ce qui donne la stabilité asymptotique de pj.

Maxime BOUCHEREAU 7 Université Rennes 1
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Théoréme (Stabilité des solutions stationnaires de (.S.))
Ils existent C,eg > 0 tels que, pour tout e €]0, o]:

- Si, pour tout i € [1,N], r§ < rf, alors le systéme (S.) admet pour unique solution stationnaire

positive le (N + 1)—uplet W§(x) = (R§(x),0,- - ,0), qui est stable et vérifie:

I1RG = 75llLey < Ce

- Soit i € [1, N]. On suppose que r{ < rg et, pour tout j € [0, NJ\{i}, rj < r}. Alors le systeme
(Sc) admet (au moins) une solution stationnaire positive W¢ (x) = (R$(x),0,---,0,Uf(x),0,---,0)
qui est stable et vérifie:

1R; = rillse(q) + IUF —fllpwoiey < Ce

- Si, pour tout ¢ # j, rj # 1}, et ri < rg pour tout i € [1, NJ, alors le systéme (S.) a exactement
N +1 solutions stationnaires positives qui sont les W£, pour ¢ € [0, N]. De plus, exactement 1'une
d’entre elles est stable, c’est W, ott 7} = min(rg, -+ ,7}).

Démonstration (idée). On donne les grandes lignes de la démonstration:

- Fuire le lien entre la stabilité des solutions stationnaires de (S§) et (SS), puis S5/ en appliquant le
théoréme des fonctions implicites a la fonction (X, e) — Fo(X, h(X,¢€)), ce qui montre que, localement
(autour de ¢ = 0), les solutions stationnaires de (SS) varient en fonction de € (de manicre Ct), et la
stabilité reste inchangée, ce qui permet ensuite d’étudier la stabilité des solutions stationnaires de (S2¥)
en utilisant le théoréme de la variété centrale.

- Faire le lien entre les solutions stationnaires de (S37) et (S.) en motant que, si (p°,h(p®,c)) est une
solution stationnaire de S5/ | alors p* + h(p®,€) est une solution stationnaire de (S.).

Remarque. Connaitre la dynamique des solutions du systéme (S§) permet de connaitre celle des solutions
su systeme S lorsque € — 0.

2.4 Le principe d’exclusion compétitif (CEP)
On appelle Principe d’Exclusion Compétitif (CEP, de 'anglais Competitive Exclusion Principle) le fait

qu'une ou plusieurs especes s’éteignent a la suite de leur compétition avec d’autres especes pour une
unique ressource.

On fait les hypotheses suivantes:

- Pour tout i € [1, N], on a m; = mg > 0

~

- Pour tout 7 € [1, N, fi(r) = ;5 olt ¢; et k; sont des constantes positives.

Maxime BOUCHEREAU 8 Université Rennes 1
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Proposition (CEP pour le systéme (S§) - Admis)

Supposons les hypothéses précédentes vérifiées. Soit (r(t),u1(t),- - ,un(t)) une solution de (S§)

dont les conditions initiales sont positives. On définit I’ensemble:
J={0}u{je[1,N]:u;(0)>0,7r} <ri}

et le nombre 7 = min(r}). On a:
jeJ - J

- tl}inoor(t) =7 et, pour tout 7 ¢ J, t£+mooui(t) =0

- Si, pour j; € J\ {0}, on a r}, < rjx pour tout j € J\ {j1}, alors:

tlilglooujl (t) = uj, et Vj € J\{0,51}, tligloouj(t) =0

On fait ces hypotheses supplémentaires:

~

- Pour tous i € [1, N],x € Q, on a m;(x) = mg(x) >0

- Pour tout i € [1, N], fi(x,R) = C,;"_(j:)RR, ol k; est une constante positive. On a alors fi(r) = 7 avec:

ol
C; = T CZ'XdX
o] J, O™

On introduit également le quadrant positif de C°(Q)N+! par:

Q = {Vel@:vxeQ V(x>0

Théoréme (CEP pour le systéme (S.))

Supposons les hypotheses précédentes vérifiées. Pour tout ¢ € [0, N], notons W£(x) la solution
stationnaire de (S:) introduite au théoréme précédent. Alors il existe g9 > 0 tel que, pour tout
e €0, go[, et pour toute condition initiale We(-,0) € @, on a ls propriétés suivantes:

- Soit i € [1,N]. Sirf > r§, alors:
. . _
Jim[[UE (D)l ) = 0
- Supposons que pour tout i € [1, N], r§ < rf. Alors toute solution We(x,t) de (S.) vérifie:

lim |[W=(-,¢) = W5l =0

t——+oo

- Supposons que pour tout ¢ # 1, 7 < r¥. Alors toute solution W¢(x,t) de (S.) avec condition
initiale positive vérifiant U (x,0) > 0 pour un certain x € Q vérifie:

im [[W=(,t) = Wr||pe =0

t——+o0

Démonstration (idée). On donne les grandes lignes de la démonstration:

- On utilise le théoréme donné en premiére partie affirmant que st W(-,0) € Q est une condition initiale
au systéeme (S.), alors il existe une unique solution W € C*(]0, +oo|, Q), et, pour tout g > 0, il existe
M (eo) > 0 telle que pour tous € €]0,&¢[ et t = 0:

Maxime BOUCHEREAU 9 Université Rennes 1
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N
1B (o)l ooy + D0 NUS Cot)l gy < M(e0)
i=1

Ce qui permet de montrer la positivité de la solution stationnaire.
- On compare avec les solutions du systéme (S’LOO]) via les estimations d’erreur dans le théoréeme de la

variété centrale, ce qui montre la premiere propriété.

- Les deux propriétés suivantes se montrent en étudiant le passage de (S§) a (S2F) puis (S.), en montrant
que la convergence souhaitée est conservée.

Remarque. Concretement, ce denier résultat implique deux phénomeénes:

- D’abord, si une espéces a besoin de plus ressource pour se reproduire qu’il ne peut se régénérer, alors
cette espéce s’éteindra.

- Ensuite, si plusieurs espéces ont besoin de moins de ressource pour se reproduire qu’il ne peut se
régénérer, alors une seule espéce survivra: c’est celle qui sera la plus économe en ressource pour se
reproduire.

Maxime BOUCHEREAU 10 Université Rennes 1



Partie 3

Simulations numériques

On va illustrer le principe d’exclusion compétitif via des simulations numériques (systemes (S§) et (Se)).

3.1 Choix des parametres
On simule le systéme d’EDP sur le cercle S! (ce qui est plus simple & simuler numériquement, on pose

des conditions périodiques au bord). On fait des simulations numériques avec N = 3 espéces, en utilisant
ces parametres:

-e=10"3

I est constante égale a 1.

- mg =---=my est une fonction constante égale a 1.

- ag = --- = ay est une fonction constante égale a 1.

Pour tout i € [1, N, la fonction f; est donnée, pour tout r € R, par:

;T

fi (T) - kl +r

ol ¢; > m; et k; > 0 sont des constantes. On a ainsi r§ = 1 et pour tout ¢ € [1, NJ:

T, = =
Ci — MMy, C; — 1
- Pour tout x € [0, 1]:
RE(x,0) = 6720(){70.5)2
Us(x,0) = 67100()(70.25)2
US(X, 0) — 67100(x70.5)2
U§(x, 0) 6—100(x—0.75)2

Ces fonctions sont considérées comme nulles en = € {0,1}, ce qui coincide bien avec les conditions
périodiques.

- La durée de simulation est T' = 10

11
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3.2 Ilustration du CEP

Tout d’abord, on illustre la seconde propriété du théoréme portant sur le CEP pour le systéme (S:). On

fait ces choix de parameétres:

cl = 1.5;
k1 = 1;
c2 =1.2;
k2 = 1;
c3 = 1.3;
k3 = 1;
On obtient ces valeurs pour r,- -+ , 7%, u3, -+ ,u} (les valeurs négatives de u} ne sont pas & prendre
en compte) ainsi que les valeurs finales de R,U1,--- , Uy, tant avec (S:) que (S§):
"rQkx= 1" "rQkx= 1"
"rik= " Nyrgk= QN
"yox= B Nyox= B"

"r3x= 3.3333333"

"ulk= -1"

"u2k= -4"

"u3d*x= -2.3333333"
"max|R(T,.)| = 0.9864459"
"max|U1(T,.)| = 0.0082534"
"max|U2(T,.)| = 0.0020492"

"max |U3(T,.)| = 0.0032484"

"r3x= 3.3333333"

"ylk= —1"

"y2%= —4"

"uldx= -2.3333333"

"r(T) = 0.9597667"

"ul(T) = 0.0234511"
"u2(T) = 0.0067227"
"u3(T) = 0.0101957"

Ce qui conduit a une extinction de toutes les especes, comme le confirment ces simulations:

Evolution des paramties

e

25 a as 4 a5 5 55 e 85 7 75 8 85 e o5 10

Figure 3.1: Simulation du systéme (S§).

Maxime BOUCHEREAU

12 Université Rennes 1



Master 2 mathématiques fondamentales 2020-2021

Figure 3.2: Simulation du systeme (S¢).

De plus, on illustre la troisiéme propriété du théoréme portant sur le CEP pour le systéme (S¢). On
fait ces choix de parametres:

cl = 5;
k1 =1;
c2 = 2;
k2 = 1;
c3 = 3;
k3 = 1;
On obtient ces valeurs pour ¢, - -+ , 74, u}, -+ ,u} (les valeurs négatives de u} ne sont pas a prendre
en compte) ainsi que les valeurs finales de R,U1,--- , Uy, tant avec (S:) que (S§):
llr0*= 1l| ||r0*= 1|I
"rix= 0.25" "rix= 0.25"
Ilr2*= 1ll ||r2*= 1|I
"r3x= 0.5" "r3%= 0.5"
"ulx= 0.75" "ulx= 0.75"
Ilu2*= oll ||u2*= Oll
"u3x= 0.5" "u3*= 0.5"
"max |R(T,.)| = 0.2517932" "r(T) = 0.2537463"
"max |U1(T,.)| = 0.739857" "ul1(T) = 0.7290532"
"max |U2(T,.)| = 0.0007632" "u2(T) = 0.0021844"
"max |U3(T,.)| = 0.0075835" "u3(T) = 0.0151523"

Ce qui conduit a une extinction de toutes les especes sauf une, la 1, qui a un r* égal a 0.25, le plus
faible des r} (pourtant tous inférieurs & 1) comme le confirment ces simulations:

Maxime BOUCHEREAU 13 Université Rennes 1
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Evolution des paramitres
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Figure 3.3: Simulation du systéme (S§).
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Figure 3.4: Simulation du systeme (S;).

Remarque. Sur les deuz simulations du systéme (Sc), la diffusion n’est que trés peu, voire pas du tout
visible tant elle est rapide (seulement tout ¢ gauche de chaque graphique, on peut voir l’allure gaussienne
de chaque condition initiale).
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