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Théoreme de d’Alembert-Gauss

Lecons 204,214

Théoréme (Théoréeme de d’Alembert-Gauss)

Soit P € C[X] un polynéome non constant. Alors P est surjectif. En particulier, P
admet une racine.

Remarque(s). Ce théoréme s’appelle également théoréme fondamental de l'algébre

Soit I'ensemble S = {z € C: P'(z) = 0}.

#S < 400 puisque P’ # 0 (car P est con constant). Ainsi, #P(S) < +oo. Soit
Q= P(C)\P(S) et A =C\P(S).

Voici I'objectif de la démonstration:
1. Montrer que A est connexe

2. Montrer que € est ouvert dans A
3. Montrer que € est fermé dans A

4. Conclure

Démonstration. 1. Montrons que A est conneze. Soient a,b € A, soit D, = { Droites passant par a)

D, est donc en bijection avec [0, 7] (angle de direction de la droite). D, est donc
infini, et il existe A, € D, telle que A, ne rencontre aucun point de P(S).

De méme, on a D, = {Droites passant par b} ~ [0, 7[, donc, il existe une droite
Ay € Dy telle que AyNP(S) =0, et on peut méme choisir Ay telle que A,NA, = {c}
ot ¢ € A est un point.

Soit vy le chemin défini par:

v: [0,1] — A
L 2c+2(3—t)b  si t<
20 —t)c+2(t—3)a si t>

N =0 =

v est un chemin continu dans A reliant a a b, donc A est connexe par arcs, donc
conneze.

2. Montrons que Q est ouvert dans A. Soient x € Q et z € C tels que v = P(z). Donc

P'(z) # 0.

Par le théoréme d’inversion locale (adapté auz fonctions holomorphes), ils existent
des ouverts U, C C et V,, C P(C) un ouvert contenant respectivement z et x tels
que P : U, — V, soit un biholomorphisme.
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+e P(S)

Figure 1: Iustration du choix des droites A, et A,. Le chemin ~ liant a a b en passant
par c est illustré en rouge

Donc on a:

V,NA=V,NP(S) = PU,)NP(S) = P(U.N S

On obtient ainsi:

V,NACP(CNS%) =PC)\P(S)=Q
Donc Q est ouvert dans A

8. Montrons que Q est fermé dans A. Soit (x,), . une suite d’éléments de €2 qui con-
verge vers xA. Montrons alors que v € 2. Soit (2,),,cy telle queVn € N, z, = P(z,).

Si lim |z,| = 400, alors, puisque |P(z)] — 400, ona lim |z,| = lim |P(z,)| =
n——4oo |z‘~>+oo n——+oo n——4o0o
+00, ce qui est absurde car (xn)neN est convergente.

Donc (zp),cy st bornée. Par le théoréme de Bolzano-Weierstrass, il existe une
extraction p : N — N telle que la suite extraite (Z¢(n))n€N converge vers une limite
que l'on note z. On obtient ainsi:

T p(n) — X

n—-+00

Donc x = P(z), i.e. x € Q, et Q est fermé dans A.
4. 2 est ouvert et fermé dans A conneze, donc Q =0 ot Q = A. Par finitude de P(S),
Q #0 donc Q = A.
D’ou P(C) = C, ce qui montre la surjectivité de P.
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