Agrégation externe de mathématiques 2019-2020

Théoreme de Plancherel

Lecons 208,250

Théoréme (Théoréeme de Plancherel)

Soit f € S(R). On choisit cette convention pour la transformée de Fourier de f: Pour
tout n € R:

On a alors cette égalité:

1 .
112 = o lFIE 1)

F s’étend en une application linéaire uniformément continue L?(R) — L*(R) et

vérifie I’égalité (]1)).

Voici le plan de la démonstration:

1. Démontrer la formule sommatoire de Poisson pour f € S(R)
2. Montrer la formule de Plancherel pour f € S(R)
3. Prolonger F a tout L*(R)

Démonstration. 1. Montrons la formule sommatoire de Poisson:

Lemme (Formule sommatoire de Poisson)

Soit f € S(R). On a alors l’égalité, pour tout x € R:

Zf(x +27mn) = % Zf(n)e””

neZ neL

Démonstration. Soit f € S(R). Soit la fonction:

F:xz Zf(x+27m)

nez

F est 2m-périodique. De plus, comme f € S(R), on a:

STl flz+2mn)|e < oo

neL

Z |z = f'(x+2mn)||~ < oo

nez
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Donc F est de classe C* sur R (convergence uniforme de la série de fonctions et de
celle de ses dérivées). Donc, en vertu du théoréme de Dirichlet, F' converge vers sa
série de Fourier (la convergence est uniforme) et on a, pour x € R:

avec, pour n € Z:

1 21

cn(F) = F(z)e ™ dz

27 Jo

1 2 )
- = / S f(w+ 2nk)e e da
v

0 ez

Par convergence normale de la fonction F', on peut intervertir série et intégrale,
donnant ainsi, pour n € Z:

1 o —inx
cn(F) = Z%/ flx 4 27k)e " dx
keZ 0

1 2(k+1)7‘l’ ]
_ Z / f(‘,E)e—m(x—Qk:Tr)da7
2

o
kez v 2km

1 2(k+1)m ]
= Z / f(x)e "™ dx
2

o
kez v 2km

1 [t A
= — f(x)e " dx

2 J_ o
1 .
= %f(”)

D’ou, pour tout x € R:

Zf(x +27mn) = % %f(n)emx

ne”L

2. Montrons maintenant la formule de Plancherel: Soit f € S(R). Soit y € R, et
introduisons la fonction h, donnée par: h, : x — f(x)e”¥*. Soit £ € R. On a
alors:
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Ainsi, en appliquant la formule sommatoire de Poisson, il vient, pour x € R:

Z [z +2mn)e vr—2my = % Z f(n+y)ens (2)

nez nez

On multiplie (2) par ( expression conjuguée), donnant ainsi:

Z f(a: + zﬂn)eﬂ'yzﬂmny . ZmeinyrQiﬂpy

neEL PEZ

r S F e S Fpt e

nez PEZL

Puisque f € S(R), on a f € S(R), donc toutes les séries de fonctions convergent
normalement, ce qui justifiera par la suile toute interversion série-intégrale. On a
ainsi:

Z f(x +2mn) f(z + 2mp)e®™r—)  —

(n, p)622

= N fat i+ yete (3)

(n p)E€L?

On intégre 1'égalité 3] sur le domaine {(z,y) € [0,2n] x [0,1]}, donnant ainsi:

Z / f x4 2mn) f(x + 2mp)e?™P M dgdy =

(n, p)622

47T2 > / f (n+ ) f(p+ y)e' " P dudy

(n,p)€Z?

Par le théoréeme de Fubini, on peut "séparer” les intégrales en x et y:

2w

Z / 2im(p=n ydy : flz +2mn) f(x + 2np)de =
(n,p)€Z? < 0

i =p

st n % p

2 1 J—
dp n)x . £ i
Z / de - [ foenfo+ i

n,p)622 —_—
2 st n=p
1l 0 si n#p
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On obtient ainsi le résultat final:

Z/ flz+2mn)Pdz = —Z/ |f(y +n)[?dy

neL neL
m(n+1)
> [ wra = 23 [T iiwra
nez ¥ 2mn nEZ
2d — _/ £ 2d
/R|f(9:)| v = o [ 1P
1 .
1F5: = S5-Il

3. F:S(R) — L*(R) est uniformément continue (c’est méme une isométrie a con-

2
stante pres). Ainsi, puisque mL = L*(R), qui est un espace complet (par le
théoréme de Riesz-Fischer), on peut prolonger F a l'espace L*(R) tout entier, de
maniére unique et uniformément continue. Ainsi, par continuité de ||-|| 12 sur L*(R),
la formule de Plancherel (1)) reste vraie sur L*(R), et la transformée de Fourier d une
fonction de carré intégrable sera de carré intégrable.

[

Remarques. 1. On peut préciser le dernier point dans la démonstration du théoréme:
Soit f € L*(R). Par densité de S(R) dans L*(R) pour la topologie associée a

la norme || - ||z, il existe une suite (fn)nen de fonctions de S(R) telle que ||f —

fullz2 - 0. Donc (f,) est de Cauchy dans L*(R), et puisque l'on a:
n——+0o0

1 ~ ~
pr - fq”%? = %pr - fq“%?

La suite (fn) est également de Cauchy dans L*(R), complet, donc converge vers une
limite que ’on note f f ne dépend pas de la suite (f,) approchant f. En effet,
s1 (gn) est une autre suite qui approche f, alors ||fn — gullz < |[fo — fllze +IIf —
gn||L2 njoo 0. On a donc ||gn - fHL2 < ||9An _fn||L2 + an - fHL2 = 27T||gn - anL2 +

[fo=fllzz — 0
n——+o0o
2. Concrétement, pour calculer la transformée de Fourier de f € L*(R), on peut donc
se donner une suite de fonctions de L'(R) N L*(R), comme par exemple (fn)nen =

(f1—nn))nen, qui est intégrable et de carré intégrable (support de mesure finie). On
sait que Uon a ||f — fullzz = \/%Hf — fullze - 0, donc on peut trouver une
T n—-+00

extraction ¢ : N — N telle que, pour presque tout r € R, fn(x) TH—+>Oo f(x)

f@A(n) est a priori calculable explicitement (elle est L'), donc on trouve une fonction
dépendant de p(n), et il suffit de faire tendre n vers 400 pour obtenir f.

Reférence. Article Wikipédia sur la transformée de Fourier (pour le prolongement a
L*(R))
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