
Agrégation externe de mathématiques 2019-2020
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Théorème (Théorème de Plancherel)

Soit f ∈ S(R). On choisit cette convention pour la transformée de Fourier de f : Pour
tout η ∈ R:

f̂(ξ) =

∫ +∞

−∞
f(x)e−iξxdx

On a alors cette égalité:

‖f‖2L2 =
1

2π
‖f̂‖2L2 (1)

F s’étend en une application linéaire uniformément continue L2(R) −→ L2(R) et
vérifie l’égalité (1).

Voici le plan de la démonstration:

1. Démontrer la formule sommatoire de Poisson pour f ∈ S(R)

2. Montrer la formule de Plancherel pour f ∈ S(R)

3. Prolonger F à tout L2(R)

Démonstration. 1. Montrons la formule sommatoire de Poisson:

Lemme (Formule sommatoire de Poisson)

Soit f ∈ S(R). On a alors l’égalité, pour tout x ∈ R:∑
n∈Z

f(x+ 2πn) =
1

2π

∑
n∈Z

f̂(n)einx

Démonstration. Soit f ∈ S(R). Soit la fonction:

F : x 7−→
∑
n∈Z

f(x+ 2πn)

F est 2π-périodique. De plus, comme f ∈ S(R), on a:

∑
n∈Z

‖x 7→ f(x+ 2πn)‖L∞ < ∞∑
n∈Z

‖x 7→ f ′(x+ 2πn)‖L∞ < ∞

Maxime BOUCHEREAU 1 Université Rennes 1-ENS Rennes
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Donc F est de classe C1 sur R (convergence uniforme de la série de fonctions et de
celle de ses dérivées). Donc, en vertu du théorème de Dirichlet, F converge vers sa
série de Fourier (la convergence est uniforme) et on a, pour x ∈ R:

F (x) =
∑
n∈Z

cn(F )einx

avec, pour n ∈ Z:

cn(F ) =
1

2π

∫ 2π

0

F (x)e−inxdx

=
1

2π

∫ 2π

0

∑
k∈Z

f(x+ 2πk)e−inxdx

Par convergence normale de la fonction F , on peut intervertir série et intégrale,
donnant ainsi, pour n ∈ Z:

cn(F ) =
∑
k∈Z

1

2π

∫ 2π

0

f(x+ 2πk)e−inxdx

=
1

2π

∑
k∈Z

∫ 2(k+1)π

2kπ

f(x)e−in(x−2kπ)dx

=
1

2π

∑
k∈Z

∫ 2(k+1)π

2kπ

f(x)e−inxdx

=
1

2π

∫ +∞

−∞
f(x)e−inxdx

=
1

2π
f̂(n)

D’où, pour tout x ∈ R:

∑
n∈Z

f(x+ 2πn) =
1

2π

∑
n∈Z

f̂(n)einx

�

2. Montrons maintenant la formule de Plancherel: Soit f ∈ S(R). Soit y ∈ R, et
introduisons la fonction hy donnée par: hy : x 7−→ f(x)e−iyx. Soit ξ ∈ R. On a
alors:

ĥy(ξ) =

∫ +∞

−∞
f(x)ei(−y−ξ)xdx

= f̂(ξ + y)
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Ainsi, en appliquant la formule sommatoire de Poisson, il vient, pour x ∈ R:

∑
n∈Z

f(x+ 2πn)e−iyx−2iπny =
1

2π

∑
n∈Z

f̂(n+ y)einx (2)

On multiplie (2) par (2) (expression conjuguée), donnant ainsi:

∑
n∈Z

f(x+ 2πn)e−iyx−2iπny ·
∑
p∈Z

f(x+ 2πp)eiyx+2iπpy =

1

4π2

∑
n∈Z

f̂(n+ y)einx ·
∑
p∈Z

f̂(p+ y)e−ipx

Puisque f ∈ S(R), on a f̂ ∈ S(R), donc toutes les séries de fonctions convergent
normalement, ce qui justifiera par la suite toute interversion série-intégrale. On a
ainsi:

∑
(n,p)∈Z2

f(x+ 2πn)f(x+ 2πp)e2iπy(p−n) =

1

4π2

∑
(n,p)∈Z2

f̂(n+ y)f̂(p+ y)ei(n−p)x (3)

On intègre l’égalité 3 sur le domaine {(x, y) ∈ [0, 2π]× [0, 1]}, donnant ainsi:

∑
(n,p)∈Z2

∫ 2π

x=0

∫ 1

y=0

f(x+ 2πn)f(x+ 2πp)e2iπy(p−n)dxdy =

1

4π2

∑
(n,p)∈Z2

∫ 2π

x=0

∫ 1

y=0

f̂(n+ y)f̂(p+ y)ei(n−p)xdxdy

Par le théorème de Fubini, on peut ”séparer” les intégrales en x et y:

∑
(n,p)∈Z2

∫ 1

0

e2iπ(p−n)ydy︸ ︷︷ ︸
=

 1 si n = p
0 si n 6= p

·
∫ 2π

0

f(x+ 2πn)f(x+ 2πp)dx =

1

4π2

∑
(n,p)∈Z2

∫ 2π

0

ei(p−n)xdx︸ ︷︷ ︸
=

 2π si n = p
0 si n 6= p

·
∫ 1

0

f̂(n+ y)f̂(p+ y)dy
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On obtient ainsi le résultat final:

∑
n∈Z

∫ 2π

0

|f(x+ 2πn)|2dx =
1

2π

∑
n∈Z

∫ 1

0

|f̂(y + n)|2dy

∑
n∈Z

∫ 2π(n+1)

2πn

|f(x)|2dx =
1

2π

∑
n∈Z

∫ n+1

n

|f̂(y)|2dy∫
R
|f(x)|2dx =

1

2π

∫
R
|f̂(y)|2dy

‖f‖2L2 =
1

2π
‖f̂‖2L2

3. F : S(R) −→ L2(R) est uniformément continue (c’est même une isométrie à con-

stante près). Ainsi, puisque S(R)
L2

= L2(R), qui est un espace complet (par le
théorème de Riesz-Fischer), on peut prolonger F à l’espace L2(R) tout entier, de
manière unique et uniformément continue. Ainsi, par continuité de ‖·‖L2 sur L2(R),
la formule de Plancherel (1) reste vraie sur L2(R), et la transformée de Fourier d’une
fonction de carré intégrable sera de carré intégrable.

�

Remarques. 1. On peut préciser le dernier point dans la démonstration du théorème:
Soit f ∈ L2(R). Par densité de S(R) dans L2(R) pour la topologie associée à
la norme ‖ · ‖L2, il existe une suite (fn)n∈N de fonctions de S(R) telle que ‖f −
fn‖L2 −→

n→+∞
0. Donc (fn) est de Cauchy dans L2(R), et puisque l’on a:

‖fp − fq‖2L2 =
1

2π
‖f̂p − f̂q‖2L2

La suite (f̂n) est également de Cauchy dans L2(R), complet, donc converge vers une
limite que l’on note f̂ . f ne dépend pas de la suite (fn) approchant f . En effet,
si (gn) est une autre suite qui approche f , alors ‖fn − gn‖L2 6 ‖fn − f‖L2 + ‖f −
gn‖L2 −→

n→+∞
0. On a donc ‖ĝn− f̂‖L2 6 ‖ĝn− f̂n‖L2 +‖f̂n− f̂‖L2 = 2π‖gn−fn‖L2 +

‖f̂n − f̂‖L2 −→
n→+∞

0

2. Concrètement, pour calculer la transformée de Fourier de f ∈ L2(R), on peut donc
se donner une suite de fonctions de L1(R) ∩ L2(R), comme par exemple (fn)n∈N =
(f1[−n,n])n∈N, qui est intégrable et de carré intégrable (support de mesure finie). On
sait que l’on a ‖f − fn‖L2 = 1√

2π
‖f − fn‖L2 −→

n→+∞
0, donc on peut trouver une

extraction ϕ : N −→ N telle que, pour presque tout x ∈ R, f̂n(x) −→
n→+∞

f̂(x).

ˆfϕ(n) est à priori calculable explicitement (elle est L1), donc on trouve une fonction

dépendant de ϕ(n), et il suffit de faire tendre n vers +∞ pour obtenir f̂ .

Reférence. Article Wikipédia sur la transformée de Fourier (pour le prolongement à
L2(R))
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