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Dé�nition 1 (Fonction d'Ackermann)

La fonction d'Ackermann est la fonction A de N2 dans N dé�nie par :
A(0, x) = x+ 1 ∀x ∈ N
A(n, 0) = A(n− 1, 0) ∀m ∈ N∗
A(n, x) = A(n− 1, A(n, x− 1)) ∀n, x ∈ N∗

On notera An(x) pour A(n, x), pour tous n, x ∈ N.
On remarque que : A1 : x 7→ x+ 2 et A2 : x 7→ 2x+ 3 1

Lemme 1 (admis)

Pour tous n, x ∈ N,
1. An(x) > x, ∀n, x ∈ N
2. An est strictement croissante, pour n ∈ N∗

3. An(x+ 1) 6 An+1(x), ∀n, x ∈ N
4. n 7→ An(x) est strictement croissante, pour tout x ∈ N∗

(Preuve à la �n)

Théorème 1

La fonction d'Ackermann n'est pas récursive primitive.

Étape 1

Soient m1,m2 ∈ N. Alors, il existe un m ∈ N tel que, pour tout x ∈ N :

Am1(Am2(x)) 6 Am(x)

Soit n ∈ N. Par le 3. de lemme 1, An(x+ 1) 6 An+1(x), d'où :

An(An(x+ 1)) 6 An(An+1(x)) = An+1(x+ 1)

De plus, il existe un entier m′ tel que : Am′(0) > An(An(0)), par le 4.. Soit m = max(m′, n + 1).
Alors :

∀x ∈ N, An(An(x)) 6 Am(x)

1.

� A1(0) = A0(1) = 2. Si x 6 2, on a :

A1(x) = A0(A1(x− 1)) = 1 +A1(x− 1) = · · · = x+A1(0) = x+ 2

� A2(0) = A1(1) = 3. Si x 6 2, on a !

A2(x) = A1(A2(x− 1)) = 2 +A2(x− 1) = · · · = 2x+A2(0) = 2x+ 3
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On prend n = max(m1,m2). On peut trouver m tel que An(An(x)) 6 Am(x). Alors :

Am1(Am2(x)) 6 An(Am2(x)) 6 An(An(x)) 6 An(x)

Étape 2

Soient m1, . . . ,mp ∈ N. Alors, il existe un m ∈ N tel que, pour tout x ∈ N :

p∑
i=1

Ami
(x) 6 Am(x)

On le montre dans le cas p = 2. Le cas général s'en déduit par récurrence.
Soient m1,m2 des entiers. Soit n = max(m1,m2). Alors :

Am1(x) + Am2(x) 6
d'après 4.

2An(x) 6
car A2:x 7→2x+3

A2(An(x)) 6 Am(x)

où m est trouvé comme dans l'étape précédente.

Dé�nition 2

Soit f : Np → N
q. Soit m ∈ N∗. La fonction f est dite m-lente lorsque :

∀(x1, . . . , xp) ∈ Np, f1(x1, . . . , xp) + · · ·+ fq(x1, . . . , xp) 6 Am(x1 + · · ·+ xp)

où les fi désignent les composantes de f .

Étape 3

Soit f une fonction récursive primitive. Alors, il existe un entier m tel que : f est m-lente

On le fait par induction.
� Les fonctions de base (fonctions nulle, successeur et projections) sont 1-lentes.
� Soient f1, . . . , fk, g des fonctions primitives récursives. On suppose que, ∀1 6 i 6 k, la fonction

fi est mi lente, de N
p dans Nqi et g est n-lente de Nq1+···+qk dans Nr. Montrons qu'il existe m

tel que la composée g(f1, . . . , fk) est m-lente.
Soit m′ l'entier obtenu dans l'étape 2, pour les entiers m1, . . . ,mk. Soit m l'entier obtenu dans
l'étape 1 en prenant les entiers m′ et n. Soit (x1, . . . , xp) ∈ Np.

r∑
i=1

gi(f1(x1, . . . , xp), . . . , fk(x1, . . . , xp))

6 An(
k∑

j=1

qk∑
l=1

f j
i (x1, . . . , xp))

6 An(
k∑

j=1

Amj
(x1, . . . , xp))

6 An(Am′(x1, . . . , xp))

6 Am(x1, . . . , xp)

Donc g(f1, . . . , fk) est m-lente.
� En�n, si f : Np+1 → N

r est dé�nie par récurrence de base g : Np → N
r et de pas h : Np+r+1 →

N
r, où g et h sont des fonctions m1 et m2 lentes respectivement, montrons qu'il existe m ∈ N

tel que f soit m-lente.
D'après le l'étape 1, il existe un m0 > m1 tel que

∀x ∈ N, Am2(A2(x)) 6 Am0(x)
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Soit m = m0 + 1. Montrons par récurrence sur k que

∀k ∈ N, f1(x1, . . . , xp, k) + · · ·+ fr(x1, . . . , xp, k) 6 Am(x1 + · · ·+ xp + k)

k = 0 : On a : f(x1, . . . , xp, 0) = g(x1, . . . , xp), d'où :

f1(x1, . . . , xp, 0) + · · ·+ fr(x1, . . . , xp, 0) = g1(x1, . . . , xp) + · · ·+ gr(x1, . . . , xp)

6 Am1(x1,+ · · ·+ xp)

6 Am(x1,+ · · ·+ xp + 0)

Soit k ∈ N∗ : Supposons l'assertion vraie pour k − 1. Alors :

f(x1, . . . , xp, k) = h(x1, . . . , xp, k, f(x1, . . . , xp, k − 1))

Donc :
r∑

i=1

fi(x1, . . . , xp, k) =
r∑

i=1

hi(x1, . . . , xp, k, f(x1, . . . , xp, k − 1))

6 Am2(x1 + · · ·+ xp + k+) +
r∑

i=1

fi(x1, . . . , xp, k − 1))

6 Am2(x1 + · · ·+ xp + k+) + Am(x1 + · · ·+ xp + k − 1))

6 Am2(A2(Am)(x1 + · · ·+ xp + k − 1))

6 Am0(Am(x1 + · · ·+ xp + k − 1))

= Am(x1 + · · ·+ xp + k)

Étape 4

Conclusion

Par l'absurde, supposons que A est primitive récursive. Alors la fonction
: N −→ N

n 7−→ A(n, n)
est

aussi primitive récursive. D'après l'étape 3, il existe un entier m tel que soit m-lente, c'est-à-dire
que

∀x ∈ N, (x) = Ax(x) 6 Am(x)

En particulier, c'est vrai pour tout entier x > m, ce qui contredit le fait que n 7→ An(x) est strictement
croissante.
Finalement, la fonction d'Ackermann n'est pas primitive récursive.

Complément : preuve du lemme 1

1. On fait une récurrence sur n :

Pour n = 0, on a ∀x,A0(x) = x+ 1 > x

Soit n ∈ N . Supposons que ∀x ∈ N, An(x) > x. On fait une récurrence sur x. Pour x = 0 :
An+1(0) = An(0) > 0 par HR. Pour x 6 1, si An(x− 1) > x− 1, on a :

An+1(x+ 1) = An(An+1(x)) >
HR sur n

An+1(x) + 1 >
HR sur x

x+ 1

2. A0 est strictement croissante, et pour n > 1, An(x + 1) = An−1(An(x)) > An(x) d'après le
point précédent.

3. Soit n ∈ N. Montrons le résultat par récurrence sur x :

Pour x = 0 : An+1(0) = An(0)

Pour x > 1, on a : An+1(x) = An(An+1(x− 1)) > An(An(x)) > An(x+ 1)

4. ∀x,∀n,An+1(x) > An(x+ 1) > An(x)
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