Théoréme de Carathéodory

Référence(s) :
— TAUVEL - Géométrie
Théoréme 1 (Carathéodory)

Soit X une partie non-vide de R™. Soit C(X) son enveloppe convexe. Alors, tout point de C(X) est barycentre
a coefficients positifs d’une famille de n + 1 points de X.

Soit & € C(X). Alors, le point z est barycentre a coefficients positifs de points de X :
P P
Ip e N*, 3\, ..., A, 20,321, ..., 2, tels que Z)\i =1let Z)"wi =x
i=1 i=1

Supposons que p > n + 1. Alors p — 1 > n = dim R”. Ainsi, la famille (z; — 21)2<i<p est liée. Donc, il existe

X

P P
des réels ao, ..., a;, non tous nuls tels que : > a;(x; — x1) = 0. En posant oy = Y «;, on obtient :
i=2 i=2

P
E ;T = 0
i=1

On considére maintenant, pour tout ¢ € R, ’égalité suivante :

xfz/\ xl+t2a T; :Z i +tag)x;

i=1

P
Comme les «; sont non tous nuls et que Y «; = 0, il existe un indice j € [|1,p]] tel que a; < 0. Ainsi, on peut

i=1
définir la quantité suivante :
o{e <o}
Ti=min{ ——,a; <0
Q;
Puis, pour tout 1 < i < p, on pose p; = A; + 7. Alors, par définition de 7 :

- Les i sont posmfs
- Zplf Z)\ +TZO¢1—].
n ex1ste j € (11, p|] uj =0

P
Ainsi, on a: > iz = Zﬂﬂi =>(Nit+Ta))z =z

i£j i=1 i=1
Ainsi, z est barycentre & coefficients positifs de p — 1 points de X. On itére jusqu’a p =n + 1.
Corollaire 1

Si X est une partie compacte de R"™, alors C(X) est compacte.

frl AxXntl — R”

n+1
A n+1 _ : n+1 :
Soit A : {()\1, o Ant1) € (Ry) ,1§Ak 1}. Soit (A 2) Z N . Alors la fonction

f est continue, car bilinéaire en dimension finie, et d’aprés le théoréme de Caratheodory
FAx X" =C(X)
Ainsi, comme A x X"*! est compacte® ,

f(A x X" = C(X) est compacte.

1. A est borné (par 1 pour la norme infinie par exemple). Soit (AP),cn une suite a valeurs dans A qui converge vers A € R+,

n+1 n+1
alors 1 = > AP — 3" X; donc A € A et A est fermé. Comme on est en dimension finie, A est compact.
i=1 i=1



Corollaire 2
Si X est borné, alors C(X) lest aussi et d(X) = d(C(X)), ou d(A) désigne le diamétre de A € R™.

Comme ’ensemble X est borné, il existe un réel r > 0 tel que X C B(0,r). Or, la boule B(0,r) est convexe,
donc C(X) C B(0,r).
Ainsi, C(X) est borné.

Comme X C C(X), il est immédiat que d(X) < C(X).

n+1
Par ailleurs, soit 2 € C(X). Alors, il existe (A1,...,Any1) € A et (x1,...n41 tels que z = > N\z,. Soit y € X,
on a : =t
n+1
lz -yl < Z/\i ly — =i < Mid(X) = d(X)
i=1
2
La distance d’un point de X & un point de C(X) est donc majorée par C(X).
n+1
Soit z € C(X). Alors, il existe (p1,...,tns1) € Aet (21,...,2n01) € X" tels que z = 3 ;2 et donc :
i=1

n+1 n+1
lz =2l <> pallz — 2l < md(X) = d(X)
i=1  Sd(X) i=1

Par passage a la borne supérieure, on obtient :

. Finalement :

n+1
2. > A =1donc
1=1
n+1 n+1

DNy — > Niwi
i=1 i=1

n+1

D Nily — i)
i=1

ly — =l =

On conclut par inégalité triangulaire.



