Théoréme des deux carrés

Rétérence(s) :
— DANIEL PERRIN - Cours d’algébre, page 57

Soit ¥ = {n € N|3a,b € Z,a® + b* = n}
Théoréme 1

Soit p un nombre premier impair. Alors, on a :

p € X si et seulement si p =1 [4]

Etape 1

On définit une norme sur Z[i], 'anneau des entiers de Gauss.

N:| 7Z[{] — N
a+ib — a®+b* "

Pour z,2' € Z[i], N(22') = 22'22' = N(2)N(Z').

Ainsi, N est multiplicative sur Z[i].

On définit une "norme" sur Z[i] :

Etape 2
Z[i)* = {£1, +i}

— On a: {*1,+i} € Z][7]
— Par ailleurs, soit z € Z[i]*. Alors, on a zz~! = 1, c’est-a-dire N(2)N(2~!) = 1. Ainsi, comme N est &
valeurs dans N, N(z) = 1, et si on écrit z = a + ib, on obtient a® + b = 1, avec a,b € N. Nécessairement,

a=0b==+loua==+1b=0

Etape 3
p € ¥ ssi p est réductible dans Z]i]

= : Supposons que p € ¥. Soient a,b € N tels que p = a®>+b%. Alors, N(a+ib) = N(a—ib) = a?+b*> = p # 1.
D’aprés ce qui précede, a + ib, a;b € Z[i]*. Ainsi, p est réductible dans Z[i].

< : Supposons que p est réductible dans Z[i]. Alors il existe z,z’ € Z[i] non inversibles tels que p = zz'.
Alors, N(p) = p*> = N(2)N(2'), avec N(z), N(2') # 1. Ainsi, p = N(z) = a® + b?, si on écrit z = a + ib.
Donc p e &

Etape 4

Preuve du théoréme

Comme 'anneau Z[i] est euclidien, il est factoriel. Ainsi :

p est réductible < (p) est non-premier
< Z[i]/(p) est non-intégre



Or Z[i]/(p) est isomorphe & (Z[X]/(X? + 1)) /(p), lui méme isomorphe & Z[X]/(X?+1, p), puis a (Z[X]/(p)) /(X 2+
1). Ainsi, Z[i]/(p) est isomorphe & F,[X]/(X? + 1). Donc :
p € ¥ & F,[X]/(p) non-intégre
& X? +1 est réductible dans F,[X]
& X? + 1 admet une racine dans [F,[X]

< (—1) est un carré dans [,

Corollaire 1

Soit n € N*,n = [ p*»™. Alors
peEP

neXs (VpeP,p=3[4] = rn) =01[2)

L’ensemble ¥ est multiplicatif : Soient n = N(z),n’ = N(z') € 2. Alors

nn' = N(z2') e Z

< : On écrit :

(2>

= : Soit n = a? + b% € . Soit p € P, tel que p = 3 [4]. Montrons par récurrence forte sur v,(n) que v,(n)
est pair.
— Sivp(n) =0, c’est bon.
— Si vp(n) inN*, on a : pjn = a® + b = (a +ib)(a — ib). Or p # 1 [4] donc d’aprés ce qui précede, p
est irréductible dans Z[i] donc pla + ib (par exemple). Or p € N, donc pla et p|b et donc p?|n. On a
vp(n/p?) = vp(n) — 2, or par hypothése de récurrence, v,(n/p?) est pair donc v,(n) est pair.

Compléments

— Z[i] est euclidien : Soient z,t € Z[i] \ {0}. On considére % € C, et on note 7 = x + iy. Soit ¢ = a +ib
avec a, b les entiers les plus proches de = et y. Alors :

Onposer=z—qt € Z[i]. Ona:r =1t (% —q) donc |r| = |t||z/t — q| < |t|. Ainsi,
z=gqt+ 1 avec N(r) < N(t)
— Equivalences entre les anneaux :

Soient 71 : Z[X] — Z[X]/(X2+1) et 72 : Z[X]/(X2+1) — (Z[X]/(X?%+1))/(p) les projections canoniques.
Alors :

ker(my om) = {f € Z|X]|3u € Z[X], f = pu}
(€ ZIX)Bu v € ZX], f = pu+ (X? + 1))
= (p, X?+1)

D’oti le résultat. De la méme fagon, on montre :

ZIX]/(p, X* +1) ~ (Z[X]/(0) /(X2 +1) ~ F,[X]/(X? + 1)



