Théoréme de compacité

Manon Ruffini

Soit ¥ un ensemble de formules du calcul propositionnel.
Théoréme 1

Alors Y est satisfiable ssi X est finiment satisfiable.

7 =7 Si ¥ est satisfiable, toute valuation qui satisfait X satisfait les sous-ensembles finis de >.

7 <=7 Supposons que X est finiment satisfiable. L’ensemble P des variables propositionnelles
est dénombrable, donc on note : P = (x,)nen+. On cherche une valuation ¢y telle que pour
toute formule F' € 3, po(F') = 1. C’est-a-dire : on va construire la suite (&,)nen+, telle que la
valuation g satisfasse X, ol g est définie par : Vn € N*, po(x,) = &,.

Etape 1

Construisons une suite (€, )nen+, qui satisfait la propriété suivante, pour tout n € N :

(R,) : "V.F partie finie de 3, 3o valuation qui satisfait F et telle que Vi € [|1,n|], p(z;) = &;”

On va construire €, a partir de (e1,...,&,) et montrer R, 1 en méme temps.
— Pour n = 0, la propriété R, est : "Pour toute partie finie F de 3, il existe une valuation
@ qui satisfait F". Cette propriété est vraie par hypothése.
— Soit n € N. Supposons que (g1, ...,&,) sont construits qui satisfont R,,. Alors :
Cas 1 : Pour toute partie finie F de X, il existe une valuation ¢ qui satisfait F et telle
que Vi € [|1,n]], p(z;) = &; et p(x,11) = 0. On pose £,41 = 0, et on a ce qu’il faut.
Cas 2 : Sinon, c’est le cas contraire : il existe une partie finie F,,; de X telle que pour
toute valuation ¢ qui satisfait F, ., et telle que Vi € [|1,n|], p(z;) = &; (¢a existe par
hypothése), p(z,41) = 1.
On pose ,.1 = 1. Montrons R, ;. C’est-a-dire, montrons que pour toute partie finie
F de ¥, il existe une valuation ¢ qui satisfait F avec : Vi € [|1,n]],o(x;) = & et
P(Tps1) = 1.
Soit. F une partie finie de . D’aprés la propriété R,, (vraie par hypothése de récur-
rence), il existe une valuation ¢ qui satisfait le sous-ensemble fini de ¥ F U F,, 1,
avec Vi € [|1,n|],p(z;) = ;. En particulier, ¢ satisfait F,.; donc, par hypothése,
O(Tpe1) = 1 =e,41. Mais on a : ¢ satisfait F, d’ot R, 1.
On a donc construit une suite (€,),en+, telle que pour tout n € N :

(R,) : "VF partie finie de 3, Ip valuation qui satisfait F et telle que Vi € [|1,n]], p(z;) = &;”
Etape 2

Soit g = x; — €;. Alors, la valuation p, satisfait >..

Soit F' une formule de ¥. Montrons que ¢y (F) = 1.

Soit k € N tel que toutes les variables de F' soient dans {z;,1 < ¢ < k}. Comme 'ensemble { F'}
est fini, d’aprés Ry, il existe une valuation ¢ qui satisfait { F'} et telle que : Vi € [|1, k||, o(x;) =
g;. Les valuations ¢ et g coincident sur {z;,1 < ¢ < k}, qui contient les variables qui
apparaissent dans F. Donc



Application du théoréme de compacité

Corollaire 1

Tout ensemble de clauses non satisfiable posséde une réfutation par coupure.

Cela vient du fait que tout ensemble FINI de clauses non satisfaisable posséde une réfutation
par coupure : Si S est un ensemble de clauses non satisfiable, alors il contient un ensemble fini non
satisfiable qui posséde une réfutation par coupure; donc S aussi.
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