Formule des compléments

Rétérence(s) :
— E. AMAR et E. MATHERON - Analyse compleze)

Définition 1

Pour tout z € C, tel que Re(z) > 0, on pose :

Théoréme 1

Pour tout z € C tel que 0 < Re(z) <1 :

T
r'z)Ira-z) =
()1 -2) sin(7z)
Lemme 1
Soit a €]0, 1[. Alors I, = [\ =8ty = wlsay
Etape 1

1, est bien définie; I'intégrale converge

— D’abord, I, est bien définie, parce que la fonction u, : t € R% — m est mesurable positive

— I, < oo parce que :
La fonction u, est continue donc localement intégrable
De plus : u(t) ~o 7 intégrable en 0 car @ < 1

Et ua(t) ~oo arr intégrable en 400 car a4+ 1 > 1.

Etape 2

Application du théoréme des résidus

fle\{1iy — C

1 (si z =re' 0 €]0,27], 2% = reeie?).

Soit @ = C \ Ry ; Soit

z —
z*(1+42)
La fonction f est holomorphe sur Q\ {—1} et admet un pole simple en —1, avec Res(f, —1) = limlf(z)(l +z) =
Zz——
(_11)a — et
Pour R > 1, on définit un chemin yr comme suit : yg = Cr U I}t UT g U I, avec :
Dessin

2_ 1
R 72

— I'r ={Re",0 € [0r; 21 — Og]}, avec O = arctan <Rl>

On note Kg le compact délimité par le chemin g, et on remarque que comme {—1} € Kg, on peut appliquer
le théoréme des résidus et on obtient :

VR > 1,/ f(2)dz = 2iTRes(f, —1) = 2ime ™
TR



Etape 3
Passons a la limite R — +o0.
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Or, pour ¢ > 0, (t+ ﬁ)a = /32 +1* exp (icarctan 3;) iy t*, d’ou
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Ainsi, par théoréme de convergence dominée,

R

< ta(1+t)]l[R* (t) intégrable (car I, Dest.

+oo 1
c — ——dt =1,
R—4o0 0 t(x(l +t)

~Ona:(t—4)" =,/ + & exp( (arctan (Z1) + 27) a) vy t*e?7 Donc, comme précédemment,
—4o00
on obtient :

D Iae—Qiﬂa
R—4o00

Ainsi, par passage a la limite, on obtient :
2ime” ™ = (1 —e 2™ I,

Donc ,
—ITx
I, = 2im — = —
“ 1—e 2ime  gin(na)
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Etape 4
Preuve du théoréme

Par théoréme des zéros isolés, pour prouver le théoréme, il suffit de prouver ’égalité pour tout z = « €]0, 1].
Soit e €]0, 1], on a :

+o0 +oo +infty p+oo t\ & e (s+t)
I(a)(1 - «) :/ to‘*le*tdt/ s % %ds = / / <> dtds
0 0 Fubini /( 0 S t

On fait le changement de variable u = ¥ et v = s +¢; C’est-a-dire : s =

1+u
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@ est un C' difféomorphisme de jacobien

[Tp(u,0)| = 059" e =

+
I+uw)? Itu ‘(1+U)3 (1+u)3

Donc :

o
~ sin(ma)
Ainsi, pour tout z € C tel que 0 < Re(2) < 1:
T
I'z)I'(1—-2)=
()11 =2) sin(7z)



