Algorithme de Cocke-Younger-Kasami

Manon Ruffini

Le but de I'algorithme est de déterminer si un mot w est engendré par une grammaire G. I’al-
gorithme que 'on va détailler s’appuie sur le principe de programmation dynamique. C’est un algo-
rithme générique (il fonctionne pour toutes les grammaires).

Définition 1 (Forme normale quadratique)

Un grammaire algébrique G = (A,V, P) est en forme normale quadratique lorsque toutes ses
régles sont d’une des formes suivantes :

— S5 = 5152, ou 51,52 eV

— S —=a,otac A
Théoréme 1
Soit G = (A,V, P) une grammaire algébrique, soit S € V. Alors il existe une grammaire G =
(A,V, P) en forme normale quadratique, et S € V tels que :

La(S) = La(S) \ {e}

Au mot vide prés, on peut supposer que la grammaire G est propre. !
Etape 1
On se raméne a une grammaire dont les régles sont de la forme :

— S —a, poura eV
— S —=5...5,,otles S;,1<i<neV

Soit V' = {V,,a € A} un nouvel ensemble de variables en bijection avec A. Soit G' = (A,V U
V', P"), avec

P ={V, s a,ae A} U{S = o(w),S = w € P}
ou o est la substitution définie par : o(S) = S pour S € V et o(a) =V, pour a € A.
Etape 2

On remplace les régles S — Sy ...S,, avec n > 3 par les régles

S — S1Ns
N; = S;iN;; 1 pour2 <i<n-—2
Nn—l — Sn—ISn

1.
— D’abord, on définit la suite : Uy = {S,S — ¢ € P}, et Vn, Upy1 = U, U{S, S — w et w € U}. La suite (Uy,),

est constante & partir d’un certain rang et U, = {S,S5 —* ¢}.
neN

: *
On introduit la substitution suivante : o(a) = a, pour a € V et pour S € V, o(S) = { §+ € Zini: €
— On supprime les régles S — ¢ et on ajoute toutes les régles S — u, o0 S = w € P et u € ow
— On veut supprimer les régles de la forme S — S’. Puisqu’aucune variable ne produit le mot vide on a une
dérivation S —* S’ ssi on a une suite S — Sy--- — S,_1 — S’. Donc, on supprime les régles de la forme
S — S’ et on ajoute les régles S — w, dés que S —* S" et S" — w, avec w € V
On vérifie facilement que la grammaire obtenue est propre et qu’elle engendre le méme langage.



On a bien mis la grammaire G sous forme normale quadratique.

On s’intéresse maintenant a ’algorithme CYK.
Soit G = (A,V, P) une grammaire sous forme normale quadratique ; soit w = a; ... a, un mot, avec
n > 1. Pour tous entiers 1 <1 < j < n, on note w[i, j] = a;...a; et on définit :

E,; ={X e Vw|i,j] € La(X)}

— Pour ¢ = j, w[i, j| = a;, donc une variable X € E;; ssi X — a; € P
— Pour 7 < j, une variable X € F;; ssi il existe deux variables X;, X, € V et un entier
ke lli,j—1|] tels que X — X1X5 € P, wi, k] € Lg(X1) et wlk + 1, j] € La(X2).
FAIRE LE DESSIN!!

Ainsi, I'algorithme calcule les ensembles F; j par récurrence sur j — i.

Algorithme 1 : Cocke-Younger-Kasami

Entrées : Une grammaire G d’axiome Sy; un mot w = ay ... a,
Reésultat : Oui, si le mot w est engendré par la grammaire G ; non sinon.
si w = ¢ alors

| retourner ¢ € Lg(S)
Mettre G sous forme normale quadratique;
pour 1 <i<j<n;// On?

faire
| Eij 0
fin
pour 1 <i<n;// On|G|)
faire
pour tous S - a € P ; // O(|G])
faire
si a; = a alors
‘ Em' < Ei,i U {S}
fin
fin
pour 1 <d<n-—1// On®G|)
faire
pour 1 <i<n—d// On*G|)
faire
pour i < k<i+d// O(n|G|)
faire
pour tous S — 515, € P // O(|G])
faire
si S; € E‘Uf et Sy € Elc+1,i+d alors
| Eiitd+ EiiraU{S}
fin
fin
fin
fin

retourner S) € £,

Complexité de P’algorithme
On considére que la taille de la grammaire est le nombre de symboles terminaux et non terminaux
qui apparaissent dans ’écriture de ses régles.



— Siw=¢e: 777777
— Mise sous forme normale quadratique :

D’abord, on ajoute des régles de la forme V, — a, ce qui correspond au plus a 2|G| symboles ;
les régles dans {S — o(w)} ont le méme nombre de symboles que les régles de G.

Puis, en transformant les régles S — S;...95,, on remplace n + 1 symboles par 3n. Donc,
G| < 3]G
La mise sous forme normale quadratique a une complexité en O(|G]).
— La premiére boucle de l'algorithme est en O(n?)
— La deuxiéme boucle est en O(n|G)
— La troisiéme est en O(n?|G|)
Finalement, I’algorithme CYK a une complexité en O(n?|G|).
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