Nombre d’endomorphismes diagonalisables sur un corps fini

Rétérence(s) :
— X. GOURDON - Algébre
— S. FraNcINOU, H. GIANELLA et S. NICOLAS - Orauz X-ENS, algébre 1

Soit n € N*; soit [, un corps fini. On pose :
D(n,q) = {u € GL,(F,) : v diagonalisable }

Théoréme 1

Dn,g)l = TG, (F,)] - [GLa,, (F,)

(n1,.ng—
Y n;=n

Etape 1

Soit A € M, (F,). Alors, la matrice A est diagonalisable si et seulement si A9 — A = 0.

= : On écrit A= PDP~! ou P inversible et D = diag(\1,...,\,), les \; € F,. Ainsi, pour tout i € [|1,n|],
A=) et DT =D donc A7 = A.

<« : Comme la matrice A est annulé par le polynome X% — X qui est scindé & racines simples, elle est
diagonalisable.
En effet, si on note (i, ...,(;—1 les éléments de F7, on a, pour tout 1 <i < g—1, ¢! = (i, et 07 = 0. Ainsi,
on a q racines distinctes de X7 — X qui est de degré ¢ donc :

-1
XX = x[[x )

i=1
Soit A € GL, (F,).
Etape 2

On se raméne a des (q — 1)-uplets de sous-espaces de EE = [ .

g—1
D’aprés le lemme précédent, A est diagonalisable ssi X971 — X annule A. Or, X97! — X = [[ (X — () ; et
i=1

i
les (X — (;) sout premiers entre eux; donc si on pose pour 1 < ¢ < g — 1, F; := ker A — (;1d, on a (lemme des
noyaux) :

Pour tout i € [|1,q — 1]], on pose n; :=dimE;, et on a: ny + -+ -+ ng_1 = n.

Réciproquement, étant donnée Ei,..., E, 1, 'endomorphisme A tel que A : z € E; — (;x est complétement
déterminé et appartient a D(n, q).

Ainsi, on a une bijection :

Ainsi



Etape 3

q—1
On partitionne {(Ei)1<i<q1 P E = E}
i=1

q—1 g—1
Pour tout N = (n1,...,n4-1) € N9~  tel que >, =n,onpose Zy = {(Ei)lgigq_l P =FetVi,dmE; = ni}.

i=1 =1
qg—1
Les Zy forment une partition de {(Ei)lgigq_l P = E}, et donc :
=14

Dnagl= Y |2l

(n1,...,mq—1)
S n;=n

Etape 4

Dénombrement par action de groupe

On considére ’action de groupe suivante :

GLn([Fq)XZN — ZN
(¢, (Bi)ici<g-1) = (9(Ei))i<i<g—1

Cette action est bien défini car pour g € GL,,(F,) conserve les dimensions.
— Cette action est transitive. En effet, si on prend (E;)i1<icq—1 €t (E})i<igq—1 dans Zy, et des bases
(e1,...,eq-1) et (e},...,e,) adaptées & ces décompositions de E; on pose g : e; —> €} et on a :

g € GL,(F,) et Vi € [|1,q — 1]], g(E;) = E; par égalité des dimensions
— Ainsi, laction définie plus haut n’a qu’une orbite; et si on prend (E;)1<i<q—1 € Zn :

|O((E)| = 12n| = M

g—1
Soit B une base de E adaptée & E = @ E;. Soit u € Stab((F;)). Alors, dans la base B, la matrice de u
i=1

M,

est de la forme :

M,
Mp(u) = . , oules M; € GL,,,(F,)

M,

Ainsi :

Stab((E;)) = |GLn, (Fg)[ ... [GLa, _, (Fy)]

Et donc finalement :

GLA(F,)
D(n,q)| =
| o L. (Ol )
Y n;=n

Complément : Dénombrer les endomorphismes diagonalisables de Mn(Fq)

Dans ce cas, on décompose A en son noyau et sa partie injective :

GLA(Fy)|
Fol .. |GLy, (Fo)l

#{A € M, (F,), A diagonalisable} = ) e

(n1,..., ng
Y n;=n



