Décomposition de Dunford

Gourdon algébre

Théoréme 1
Soit E un k-espace vectoriel de dimension finie. Soit u € L(E) tel que ¥, soit scindé sur k. Alors :

u=d+n
don=mnod

d est diagonalisable
n est nilpotent

3(d,n) € L(E)?,

Lemme 1

Soit u € L(E), soit F' € k[X] tel que F(u) = 0. Soit F' = ][ M;** sa décomposition en facteurs irréductibles.
i=1
Pour i € [|1,s|], soit N; = ker(Mi(u)). Alors :

S
E = @N; et Vi € [|1, s]], le projecteur sur N; parallélement a @ N; est un polynéme en u.
i=1 i

S
Démonstration : — E = @ N; découle directement du lemme des noyaux
i=1
— Expression des p;

Pour i € [|1, 5[], soit Q; = [T M;".
J#i
Les @Q; sont premiers entre eux dans leur ensemble donc : (Bézout)
UL, ...,Us € K[X],Y UiQi =1
i=1
Soient P; = U;Q; et p; = P;(u), pour i =1...s.

Les p; sont des polynoémes en uw et > .., p; = 1.
— Les p; sont des projecteurs

Si i # j, alors F|Q:Q;, donc p; o p; = Q:Q;(u) o U;Uj(u) = 0. Donc,
Vie (|1, s]l,pi =Y piop; =p;
i=1

— Soit 4 € [|1, 5], Imp; = N;
Soit y = pi(z) € Imp;. Alors : M (y) = M P;(u)(z) = 0 car F|M;"* P;. Donc y € ker M;* = N;.
Soit € N;. On a: ¢ =3 2, pj(x) = pi(x) car Vj # 4, M *|P;. Donc z € Imp;
- Soit ¢ € [|1, 5], kerp; = @ N;
J#i

Soit x € kerp;. Alors : x = Y p;(z) C Plmp; = PN;

J#i J#i J#i
Soit € Nj,j # i. Alors 3t € E,x = p;(t), donc p;(z) = p; o p;j(t) = 0. Ainsi, = € kerp;. Il s’ensuit :
@D N; C kerp; ||
J#
Démonstration du théoréme: Existence On écrit : xu = (—1)"[[._;(X — Xi)**. On peut appliquer le

lemme précédent a x, d’aprés le théoréme de Cayley-Hamilton. On reprend les mémes notations :

Posons d = Y _;_, A\ipi. L’endomorphisme d est un polynome en u car les p; sont dans k[u]. De plus, d est
diagonalisable, car les p; le sont (projecteurs) et ils commutent deux & deux.

Soit n = u — d. Alors n € k[u] et donc d et n commutent.

De plus : Soit ¢ = maxo;. Ona:n =73 . (u— XNId)ps, puis : n? =37 (u— NId)%p;. Or Vi =1...5,

1<i<s

(u — AId)Tp; = (u — AId)Pi(u), et xul(X — AId)** P;. Donc, n? = 0. D’ot, n est nilpotent.



Unicité Soient d’,n’ € L(E), qui conviennent. Alors : u commute avec d’ et n’, et comme d est un polynéme
en u, d commute avec d’. Comme d et d’ sont diagonalisables, ils le sont dans une méme base et donc d — d’
est diagonalisable.

Par ailleurs, d — d’ = n’ — n est nilpotent. Donc, d — d’ = 0, puis n’ —n = 0. [ ]



