Réduction des endomorphismes normaux

Rétérence(s) :

— X. GOURDON - Analyse

Théoréme 1

Soit E un R-espace vectoriel de dimension n < co. Soit u € L(F) un endomorphisme normal. Alors, il existe
une base orthonormale B de E telle que :

At

MB(U) = (al bl) s les /\i,ai,bi €R

Etape 1

Soit F' un sous-espace vectoriel de E stable par u. Alors I'espace F- est stable par u*.

Soit x € F. Par hypothése, u(z) € F. Donc, pour tout y € F*, (y,u(z)) = 0. Ainsi,

Yy € Ft Vo € F, (u*(y),z) =0

C’est-a-dire, pour tout y € F u*(y) € FL.
Donc F* est stable par u*.

Etape 2

Soit E un sous-espace propre de u. Alors, les sous-espaces Ey et EY sont stables par u et u*.

L’espace E est stable par u donc, d’aprés ce qui précéde, Ej- est stable par u*.

Soit x € Ey. On a :

u(u®(z)) = u*(u(z)) = v (Ar) = A" (z)

Donc, F) est stable par v*. Toujours d’aprés I'étape 1, E)% est stable par w.

Etape 3

Si dim E = 2, et si u n’admet pas de valeur propre réelle, alors pour toute base orthonormée B de E :

Mi(u) = <‘b‘ _ab) , avec b £ 0

c

Soit B une base orthonormée de u. Soit M = (Z d) la matrice de u dans cette base. Comme u est un

endomorphisme normal, on a : "M M = M'M, c’est-a-dire :

a2+ ab+de _ a2+ b® ac+bd
ab+de vV +d?>) " \ac+bd A+ d?

Donc

b==c




— Si b = ¢, la matrice M est symétrique donc Spg(u) # (), ce qui est impossible par hypothése. !
— On a donc b = —¢, avec b # 0, et donc ab + de = ac + bd devient 2(a — d)b =0 d’ot a = d.

Etape 4

Preuve du théoréme par récurrence forte sur n = dim E.

— Sin =1, le résultat est immédiat.
— Soit n > 2. Supposons le résultat vrai pour tout m < n.
Cas 1 : Spg(u) #0:
Soit E) = ker(u — A,,), ot A € Spg(u). Alors, F = Ej- est stable par u et u*. Les endomorphismes
u|F et ul% commutent 2. De plus, dim F' < n — 1 donc par hypothése de récurrence, il existe une base
orthonormée By de F dans laquelle Mg, (u|r) est de la forme souhaitée.
Soit By une base orthonormée de E\. Soit B = (B1,Bs). Alors B est une base orthonormée de F et
convient,.
Cas 2 : Spg(u) =10

Soit Q@ = X% — 2aX + B un facteur irréductible de x,, € R[X] (a? — 8 < 0).
Soit N = ker Q(u); montrons que N # ) : On a Q = (X — \)(X — A), A € C. Comme \ est racine de
@, X est racine de x,, donc det(u — AId) = 0. Ainsi, det Q(u) = det(u — A\ d)det(u + A\Id) = 0, donc
I’espace N n’est pas vide.
Comme ’endomorphisme Q(u) commute avec u et u*, ’espace N est stable par u et u*. Soit v = uly.
Alors v* = u*|y ; et vv* = v*v est un endomorphisme symétrique réel ; et donc admet une valeur propre
réelle pu.
Soit # € N \ {0}. On pose F = Vect(z,u(x)). Comme u?(z) = 2au(r) —x, on a dimF = 2 et F =
Vect(u(z),u?(z)) (car Q est irréductible). Ainsi, 'espace F est stable par u et u*(u?(z)) = u(u*(u(x))) =
u(px) = pu(z) (et u*(u(z)) = u(u*(x)). Ainsi, F est stable par u*.
Les endomorphismes u|p et u*|p commutent donc u|p est normal. Soit B2 une base orthonormale de

F'. D’aprés ’étape 3
a —b
Mtule) = (5 ))

L’espace F est stable par u* donc F'* est stable par u** = u. De plus, F est stable par u donc F1 est
stable par u*. Ainsi, ’endomorphisme u|p. est normal et dim F+ = n—2 < n. On applique I’hypothése
de récurrence, puis on a le résultat par concaténation des bases.

1. Soit S € Sn(R). Alors S admet une valeur propre réelle :
On sait que S admet une valeur propre complexe A. Soit « un vecteur propre associé. Alors Sz = Az d’ol

Ainsi, A\ =X et A ER
2. (ulF)* est bien défini et est égal & (u*)|r par unicité de I’adjoint



