Algorithme du gradient a pas optimal
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Lemme 1 (Kantorovitch)

Soit A € STT(R); Soient \; et \, ses plus petite et plus grande valeurs propres. Alors

_ 1{ /M [ An 4
R™ (A AL < - — —
Vo € R™, (Az, z)( x,x) 1 < N + /\1> [l]]

Théoréme 1
R — R

v — Az, x)+ (bx)
On veut minimiser f(x), quand x parcourt R™.

Soit A € S;FT(R); Soit b € R™. Soit /

Il existe une unique solution T a ce probléme, qui est caractérisée par Vf(Z) =0
To € R™

Vk € N, zpy1 := o + trdg
fonction t — f(xy + txdy), converge vers .

La suite définie par { , ot d = —V f(zk) et ty est P'unique réel minimisant la

Etape 1

La solution Z existe et est unique. De plus : & = —A~'b et f(z) = —4(A7'b,b)

Soit Z un point minimal de f. Alors, nécessairement V f(Z) = 0. Or, pour z,h € R, on a :

f@+h) = %(A(x+h),x+h)+<b,x+h>

~ f@)+ %(Ah,x) + Y am 4 %(Ah, B) + (b, h)

1
2
= f(z) + (Az,h) + (b, h) + %(Ah, h) car A est symétrique
= f(z) + (Az + b, h) + o([[1])
On en déduit que f est différentiable et Vo € R™, Vf(z) = Az + b. De plus, la hessienne de f est A qui est

définie positive, donc f est strictement convexe. On en déduit que Z existe, est unique et méme z = —A~1b.
Du coup, on peut calculer :

f=f@= %(—b, — A7) + (b, A7) = %(A*lbg — (A7, 0) = —%<A*1b, b)

Etape 2
On suppose que pour tout k € N, dy # 0.

En effet, sinon on aurait f(zy) = f(Z) et I'algorithme converge en temps fini.
On remarque que tant que di # 0, on f(zx) — f >0

Etape 3
2
Pour tout k € N, t;, = <,¢|1|§,'§'7Hd,€>
Pour tout t € R :
Fla + 1) = Fox) + 58 (Adi, di) + t{ Ay b, di) = Fla) —t s> + 5 (Adx, di)

=—dy,



2
Ainsi, t — f(zg + tdi) admet un unique minimum, qui est atteint en ¢; = <J§: ”dk> (> 0 et bien défini car

A€ St et dp #0)
Etape 4
Pour k €N, on a: f(zps1) — f = (f(zx) — f) (1 — <A_1dk|7|j:>”<Adk,dk)>

Soit k € N. Alors
1
f(karl) = f(il’k + tkdk) = f(l’k) + <A£L’k + b, tkdk> + §<Atkdk,tkdk>

2 4
[l | 1 ldl

= flow) + = di) o =S 5 Cdy dny

_ e
= flaw) = 2(Adp, dy,)

On en déduit

f(@ )—f=(f($)—f)—M=(f(x)—f) 1- L
h * 2(Ady, dy) g 2(f(xr) — f) (Ady, dy,)

Mais on remarque que

<A_1dk, dk> = <A_1(Al‘k + b), Axy + b>
= <Ik, A:z:k> + <l’k, b> + <A71b, AQ}k> + <A71b, b>
—_—
=(b,zx) —2f

=2 <;<Axk,xk> + (b, xi) — f) =2(f(xr) — f)

Et donc : 4
- - lldi |
f@r) = F = (f(ze) = f) <1 - (A—ldk,dk><Adk’dk>>

Etape 5

: z = [ e(A)—1\2F
On obtient une erreur : f(x) — f < (f(x0) — f) (c(A)+1)

On pose c¢(A) = ’)\\—"IL, ol Ap est la plus petit valeur propre de A et A, est la plus grande.
On applique 'inégalité de Kantorovitch au résultat précédent :

Fane - < () = ) [ 1- R
(Ve + )
~ o0 - (1 o)
< (o) (B2
Puis par récurrence on obtient, pour tout k € N :
o~ £ < (oo~ ) (S 1)

Etape 6

- k
Finalement ||z — Z|| < )\%(f(xo ) <EE;‘1§;}> ; et la suite (xy) converge vers T




1
i — 2* < 3, Ak = 2) 25 = )

;1 (Azg, o) — (A, 7) — (AT, o) + (AZ, 7))
)\11 ((Azg, 2i) — 2(zy, AZ) — 2f)

= 2 (fa) - 1)

lzx — || < \/Ew/ f(zr) ,/ fzo) — F) (frace(A) — 1e(A) + 1)*

Comme |fracc(A) — 1e(A) + 1] < 1, on en déduit que la suite (xy) converge vers T.

Ainsi, on a :

Preuve du lemme de Kantorovitch

1. La convergence est rapide lorsque c(A) est proche de 1 et lente dans le cas contraire.



