
Algorithme du gradient à pas optimal

Référence(s) :
� J.-B. Hiriart-Urruty - Optimisation et analyse convexe

Lemme 1 (Kantorovitch)

Soit A ∈ S++
n (R) ; Soient λ1 et λn ses plus petite et plus grande valeurs propres. Alors

∀x ∈ Rn, 〈Ax, x〉〈A−1x, x〉 6 1

4

(√
λ1

λn
+

√
λn
λ1

)
‖x‖4

Théorème 1

Soit A ∈ S++
n (R) ; Soit b ∈ Rn. Soit f : R

n −→ R

x 7−→ 1
2 〈Ax, x〉+ 〈b, x〉 .

On veut minimiser f(x), quand x parcourt Rn.

Il existe une unique solution x̄ à ce problème, qui est caractérisée par ∇f(x̄) = 0

La suite dé�nie par

{
x0 ∈ Rn
∀k ∈ N, xk+1 := xk + tkdk

, où dk = −∇f(xk) et tk est l'unique réel minimisant la

fonction t 7→ f(xk + tkdk), converge vers x̄.

Étape 1

La solution x̄ existe et est unique. De plus : x̄ = −A−1b et f(x̄) = − 1
2 〈A

−1b, b〉

Soit x̄ un point minimal de f . Alors, nécessairement ∇f(x̄) = 0. Or, pour x, h ∈ Rn, on a :

f(x+ h) =
1

2
〈A(x+ h), x+ h〉+ 〈b, x+ h〉

= f(x) +
1

2
〈Ah, x〉+

1

2
〈Ax, h〉+

1

2
〈Ah, h〉+ 〈b, h〉

= f(x) + 〈Ax, h〉+ 〈b, h〉+
1

2
〈Ah, h〉 car A est symétrique

= f(x) + 〈Ax+ b, h〉+ o(‖h‖)

On en déduit que f est di�érentiable et ∀x ∈ Rn,∇f(x) = Ax + b. De plus, la hessienne de f est A qui est
dé�nie positive, donc f est strictement convexe. On en déduit que x̄ existe, est unique et même x̄ = −A−1b.
Du coup, on peut calculer :

f̄ = f(x̄) =
1

2
〈−b,−A−1b〉+ 〈b,−A−1b〉 =

1

2
〈A−1b, 〉 − 〈A−1b, b〉 = −1

2
〈A−1b, b〉

Étape 2

On suppose que pour tout k ∈ N, dk 6= 0.

En e�et, sinon on aurait f(xk) = f(x̄) et l'algorithme converge en temps �ni.
On remarque que tant que dk 6= 0, on f(xk)− f̄ > 0

Étape 3

Pour tout k ∈ N, tk = ‖dk‖2
〈Adk,dk〉

Pour tout t ∈ R :

f(xk + tdk) = f(xk) +
1

2
t2〈Adk, dk〉+ t〈Axk + b︸ ︷︷ ︸

=−dk

, dk〉 = f(xk)− t ‖dk‖2 +
t2

2
〈Adk, dk〉

1



Ainsi, t 7→ f(xk + tdk) admet un unique minimum, qui est atteint en tk = ‖dk‖2
〈Adk,dk〉 (> 0 et bien dé�ni car

A ∈ S++
n et dk 6= 0)

Étape 4

Pour k ∈ N, on a : f(xk+1)− f̄ = (f(xk)− f̄)
(

1− ‖dk‖4
〈A−1dk,dk〉〈Adk,dk〉

)
Soit k ∈ N. Alors

f(xk+1) = f(xk + tkdk) = f(xk) + 〈Axk + b, tkdk〉+
1

2
〈Atkdk, tkdk〉

= f(xk) + 〈−dk, dk〉
‖dk‖2

〈Adk, dk〉
+

1

2

‖dk‖4

〈Adk, dk〉

= f(xk)− ‖dk‖4

2〈Adk, dk〉

On en déduit

f(xk+1)− f̄ = (f(xk)− f̄)− ‖dk‖4

2〈Adk, dk〉
= (f(xk)− f̄)

(
1− 1

2(f(xk)− f̄)

‖dk‖4

〈Adk, dk〉

)

Mais on remarque que

〈A−1dk, dk〉 = 〈A−1(Axk + b), Axk + b〉
= 〈xk, Axk〉+ 〈xk, b〉+ 〈A−1b, Axk〉︸ ︷︷ ︸

=〈b,xk〉

+ 〈A−1b, b〉︸ ︷︷ ︸
−2f̄

= 2

(
1

2
〈Axk, xk〉+ 〈b, xk〉 − f̄

)
= 2(f(xk)− f̄)

Et donc :

f(xk+1)− f̄ = (f(xk)− f̄)

(
1− ‖dk‖4

〈A−1dk, dk〉〈Adk, dk〉

)
Étape 5

On obtient une erreur : f(xk)− f̄ 6 (f(x0)− f̄)
(
c(A)−1
c(A)+1

)2k

On pose c(A) = λn

λ1
, où λ1 est la plus petit valeur propre de A et λn est la plus grande.

On applique l'inégalité de Kantorovitch au résultat précédent :

f(xk+1 − f̄) 6 (f(xk)− f̄)

1− 4(√
c(A) + 1√

c(A)

)2


= (f(xk)− f̄)

(
1− 4c(A)

(c(A) + 1)2

)
6 (f(xk)− f̄)

(
c(A)− 1

c(A) + 1

)2

Puis par récurrence on obtient, pour tout k ∈ N :

f(xk)− f̄ 6 (f(x0)− f̄)

(
c(A)− 1

c(A) + 1

)2k

Étape 6

Finalement ‖xk − x̄‖ 6
√

2
λ1

(f(x0 − f̄)
(
c(A)−1
c(A)+1

)k
; et la suite (xk) converge vers x̄
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‖xk − x̄‖2 6
1

λ1
〈A(xk − x̄), xk − x̄〉

=
1

λ1
(〈Axk, xk〉 − 〈Axk, x̄〉 − 〈Ax̄, xk〉+ 〈Ax̄, x̄〉)

=
1

λ1

(
〈Axk, xk〉 − 2〈xk, Ax̄〉 − 2f̄

)
=

2

λ1
(f(xk)− f̄)

Ainsi, on a :

‖xk − x̄‖ 6
√

2

λ1

√
f(xk)− f̄ 6

√
2

λ1
(f(x0)− f̄) (fracc(A)− 1c(A) + 1)

k

Comme |fracc(A)− 1c(A) + 1| < 1, on en déduit que la suite (xk) converge vers x̄. 1

Preuve du lemme de Kantorovitch

1. La convergence est rapide lorsque c(A) est proche de 1 et lente dans le cas contraire.
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