Processus de Galton-Watson

Rétérence(s) :
- 777
Soit X une variable aléatoire intégrable & valeurs dans N. Pour £ € N, on note p, = P(X = k) et m =

E[X] = > kpr < oo.
keN
Soit (X7); jen une famille de variables aléatoires iid de loi Px. Soit (Z,)nen la suite définie par

Zo=1
Zn
VneN, Znsy = 5. X0
=1

Principe : On modélise la taille d’'une population : (Z,) symbolise le nombre d’individus de la n-éme
génération, et X le nombre de descendant de I'individu 7 de la n-éme génération (les individus qu’on considére
générent des enfants tous seuls) .

Oun va étudier (Z,,) et on va essayer de calculer la probabilité que la population s’éteigne P(In € N, Z,, = 0).

Lemme 1 (Preuve a l’oral)

On a : pour tout n € N*, pour tout i € N : Z,, 1L X

Soit n € N*. La variable aléatoire Z,, ne dépend que de Z,,_; et de la famille (Xinfl)l-eN. Ainsi, Z,, ne dépend
que des (X7 )i>0,j<n. Par indépendance des variables X7, on a le résultat : pour tout ¢ € N : Z,, 1 X"

Définition 1
Pour n € N, on note m, = P(Z, =0); et moo = P(3In € N, Z,, = 0) la probabilité d’extinction.

Comme Z,, =0 = Z,,+1 = 0, la suite d’événements ({Z,, = 0}),en est croissante et on a :

we=p (U =01) = i

neN
Si pg = 0, alors pour tout n € N, Z,, > 1 et oo =0
Si pg = 1, alors pour tout n € N*, Z, =0 et 1o = 1
On suppose donc maintenant que pg €]0, 1[.
Proposition 1
o0
Soit G : s+ E[sX] = Y pis® la fonction génératrice de X. Alors :
k=0
1. La fonction G est bien définie sur [0,1] et est de classe C* sur [0, 1].
2. (a) La fonction G est strictement croissante sur |0, 1]
(b) G est convexe sur |0, 1]

(c) G est strictement convexe sur )0, 1[ ssi pg +p; <1

1. Pour tout k € N, la fonction s — ps”® est de classe C! sur [0, 1]. La série Y pi1* converge (vers 1) et la

keN
k
série de fonctions Y pjs*~! converge normalement (car X intégrable), donc uniformément sur [0, 1].
kEN"

Ainsi, la fonction G est bien définie sur [0, 1], et elle est de classe C* sur [0, 1].
On a maintenant besoin du théoréme d’Abel angulaire pour assurer la continuité en 1 et d’un théoréme
de limite de la dérivée pour assurer la continuité de la dérivée en 1 Compléter (cf. Pommellet)

1. Par exemple, on peut considérer qu’on ne compte que les hommes (ou que les femmes)



2. La série entiére > pps® a un rayon de convergence > 1, donc
keEN

Vs € [0,1], kaks et G (s Zk — 1)ppst2

Comme pg < 1, il existe kg € N* tel que pg, > 0.

(a) Vs €]0,1[, G'(s) = kopr,s™~1 > 0.

(b) Vs €]0,1[,G"(s) =0

(¢) Sipo+p1=1,alors kg =1 et G est affine donc pas strictement convexe sur |0, 1]

Si po +p1 < 1, on peut choisir kg > 1 et alors Vs €]0,1[,G”(s) = ko(ko — 1)pr,s*~2 > 0 d’oit la
stricte convexité
Proposition 2

Pour tout n € N, on définit G,, : s — [E[S[Zn” = Y. P(Z, = k)s* la série génératrice de Z,,.
k=0

Comme précédemment, on montre que G,, est bien définie sur [0,1]. De plus, pour tout n € N*, G,, = G"
sur [0, 1]. (composition)

On montre le résultat par récurrence sur n € N*.
— Sin=1:27; est de loi Px et donc G; = G.
— Soit n € N*. Soit s € [0, 1].

Zn e’}
Gpii(s) =E[s7+] =E [szizgl X'ZL} =L [H SXZ;| =L lenzj l_IjsX:1
i=1 j=0 i=1

S J
1Z'n, =j HS g ‘| = Z[E [1Zn:j] H E [SX;L]
j=0 i=1

P(Z = J)E [s¥]" = Y P(Z, = j)G(s)
=0

Proposition 3

La probabilité d’extinction m, est le plus petit point fixe de G sur [0, 1].

D’aprés la proposition précédente, pour tout n € N, pour tout s € [0,1], G,41(s) = G(G,(s)). En évaluant
en 0, on obtient :
Vn € N, 1 = G(my)

Par continuité de G sur [0, 1], 7o est un point fixe de G.
Montrons que c’est le plus petit : soit u un point fixe de G. Montrons par récurrence sur n que pour tout n € N*,
Tn < U
-~ Onam =G(m) =G(PZy=0) =G(0) < G(u) =u car u > 0 et G croissante.
— Supposons que 7, < u. Alors, par croissance de G : w41 = G(m,) < G(u) =
Par passage a la limite, on obtient 7o, < u.
Théoréme 1
Sim < 1, alors mo, = 1.

Sim > 1, alors 7o, est I'unique point fixe de G sur ]0,1]

— Sipg+p =1, alors G:s— py+ sp1, avec pg > 0, donc G # Id; il y a un unique point fixe qui est 1.
— Sinon, G est strictement convexe sur ]0, 1], donc z — G(x) — x aussi. Ainsi, G — Id s’annule au plus deux

fois; G'(0) =p1 et G'(1) = > kpp =1
k=1

Sim>1



G'z)—1 |pp—1 — 0 + m—1

Po 0

Glw) —x \0\ /

Too st donc l'unique point fixe de G sur ]0, 1].
Sim<l1

G/(:E)—l p1—1 - m—1

Po

G(z)—= \

0

Ainsi, 1o =1

Complément : calcul de I’espérance de la taille de la population

Théoréme 2

Vn e N, E[Z,] =m"




