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Théorème 1 (Liapounov)

Soit f : Rn → R
n de classe C1, telle que :

� f(0) = 0
� Df(0) a toutes ses valeurs propres de partie réelle strictement négative

Pour x ∈ R
n, on considère le problème de Cauchy :{

y′ = f(y)
y(0) = x

, d'inconnue y ∈ C1(R+,R
n)

Alors : 0 est un point d'équilibre attractif du système, i.e. il existe V voisinage de 0 dans Rn, tel que, si

x ∈ V , la solution y(t) tend exponentiellement vers 0 lorsque t tend vers +∞.

Démonstration : Soit A = Df(0) ; Soient λ1, ..., λk les valeurs propres distinctes de A. Alors :

�
Étape 1

Il existe P ∈ R[X] tel que :

∀t ∈ R, ∀x ∈ Rn, ||etAx|| ≤ P (|t|)

(
k∑
j=0

et<(λj)

)
||x||

Démonstration : Si χA(X) =
∏k
j=1(X − λj)

mj , alors, d'après le lemme des noyaux :

C
n = ⊕kj=1 ker((A− λj)mj )

Donc, ∀x ∈ C
n, x se décompose de manière unique en : x1 + ... + xk, avec ∀j ∈ [|1, k|], xj ∈ Ej :=

ker((A− λj)mj ). Chaque Ej est stable par A et :

∀j ∈ [|1, k|],∀t ∈ R, etAxj = etλjInet(A−λjIn)xj

= etλj

(
∞∑
p=0

tp

p!
(A− λjIn)p

)
xj

= etλj

mj−1∑
p=0

tp

p!
(A− λjIn)p

xj car xj ∈ Ej

Si on munit Cn d'une norme quelconque, on obtient :

∀j ∈ [|1, k|], ∀t ∈ R,
∥∥∥etAxj∥∥∥ =

∥∥∥∥∥∥etλj

mj−1∑
p=0

tp

p!
(A− λjIn)p

xj

∥∥∥∥∥∥
≤ et<(λj)Cj |

mj−1∑
p=0

tp

p!
| ‖xj‖ où Cj = max

0≤p<mj

‖A− λjIn‖p

≤ et<(λj)Cj(1 + |t|)mj−1 ‖xj‖

≤ Cet<(λj)(1 + |t|)n−1 ‖xj‖ où C = max
1≤j≤k

Cj , car mj ≤ n
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En e�et :

|
mj−1∑
p=0

tp

p!
| ≤

mj−1∑
p=0

(
mj − 1

p

)
|t|p (mj − 1− p)!

(mj − 1)!︸ ︷︷ ︸
≤1

≤
mj−1∑
p=0

(
mj − 1

p

)
|t|p = (1 + |t|)mj−1

Ainsi, pour x ∈ Rn, vu comme sous-espace vectoriel de Cn,

∥∥∥etAx∥∥∥
Rn
≤ µ

∥∥∥etAx∥∥∥
Cn

≤ µ
k∑
j=1

∥∥∥etAxj∥∥∥
Cn

≤ µC(1 + |t|)n−1

(
k∑
j=1

et<(λj)

)
max
1≤j≤k

‖xj‖Cn︸ ︷︷ ︸
≤ν‖x‖

Cn

≤ P (|t|)

(
k∑
j=1

et<(λj)

)
‖x‖

Rn

où µ, ν ∈ R et P ∈ R[X], par équivalence des normes en dimension �nie.

�
Étape 2

On considère le système linéarisé en 0 :{
z′ = Az
z(0) = x

, d'inconnue z ∈ C1(R+,R
n)

Alors : z(t) tend exponentiellement vers 0 lorsque t→∞

Démonstration : Le système linéarisé admet pour unique solution globale : z : t 7→ etAx. Comme les
valeurs propres de A sont de partie réelle strictement négative : ∃a > 0, ∀j ∈ [|1, k|],<(λj) < −a. Ainsi,
P (|t|)

(∑k
j=1 e

t<(λj)
)
eat −→

t→∞
0 et donc ∃C > 0,∀t ∈ R+, P (|t|)

(∑k
j=1 e

t<(λj)
)
≤ Ce−at. Donc, d'après le

lemme,
∀t ∈ R+, ‖z(t)‖ ≤ Ce−at ‖x‖

Ainsi, 0 est un point d'équilibre attractif du système linéarisé.

�
Étape 3

L'intégrale b(x, y) =
∫∞
0

(etAx|etAy)dt dé�nit une forme bilinéaire symétrique sur Rn, de forme quadratique associée

q. On a : (∇q(x)|Ax) = −||x||2

Démonstration : D'après l'inégalité de Cauchy-Schwarz et l'étape 2 :

∀t ∈ R+, ∀x, y ∈ Rn, |(etAx|etAy)| ≤
∥∥∥etAx∥∥∥∥∥∥etAx∥∥∥ ≤ C2e−2at ‖x‖ ‖y‖

Donc b est bien dé�nie. De plus, c'est bien une forme bilinéaire symétrique sur Rn × Rn, et on a :

∀x ∈ Rn, q(x) =
∫ ∞
0

∥∥∥etAx∥∥∥2 dt ≥ 0

De plus, si q(x) = 0, la fonction sous l'intégrale est identiquement nulle, donc x = 0. Donc q est dé�nie
positive.
Par ailleurs, pour x, h ∈ Rn, on a : q(x + h) = q(x) + 2b(x, h) + q(h). D'où : Dq(x) · h = 2b(x, h). Donc,
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pour x ∈ Rn :

(∇q(x)|Ax) = Dq(x)Ax

=

∫ ∞
0

2(etAx|etAAx)dt

=

∫ ∞
0

d

dt
(etAx|etAx)dt

= lim
T→∞

[∥∥∥etAx∥∥∥2]T
0

= −‖x‖2 d'après l'étape 2

�
Étape 4

D'après le théorème de Cauchy-Lipschitz, il existe une unique solution maximale y au système di�érentiel, dé�nie

sur un intervalle maximal I := [0, δ[, δ ∈]0,∞]. On note : r(y) = f(y)−Ay

q(y)′ = −||y||2 + 2b(y, r(y)) et ∃α, β > 0, q(y) ≤ α⇒ −||y||2 + 2b(y, r(y)) ≤ −βq(y)

Démonstration : On a :

q(y)′ =
d

dt
q(y) = Dq(y)(y′)

= 2b(y, y′)

= 2b(y, f(y)) = 2b(y,Ay) + 2b(y, r(y))

= −‖y‖2 + 2b(y, r(y))

Or, par inégalité de Cauchy-Schwarz : |b(y, r(y))| ≤
√
q(y)

√
q(r(y)). De plus, r(y) = f(y)− f(0)−Df(0)y.

Donc, par dé�nition de la di�érentielle : r(y) =
√
q(y)η(y), où η(y) →‖y‖→0 0. Donc :

√
q(r(y)) =√

q(η(y)
√
q(y)) =

√
q(y)

√
q(η(y)).

Soit ε > 0. Par continuité de v 7→
√
q(v),

∃α > 0,∀y ∈ Rn, q(y) ≤ α⇒
√
q(η(y)) ≤ ε donc

√
q(r(y)) ≤ ε

√
q(y)

Ainsi : 2b(y, r(y)) ≤ 2εq(y).
Comme Rn est de dimension �nie, les normes ‖·‖ et √q sont équivalentes. Donc, ∃K > 0,∀y ∈ Rn,Kq(y) ≤
‖y‖2. Soit β = K − 2ε (β > 0 si ε < C/2). On obtient :

q(y)′ ≤ −βq(y)

� Conclusion :
Supposons q(x) < α. Alors : ∀t ≥ 0, q(y(t)) < α. Sinon, on aurait :
Si t0 := inf{t > 0, q(y(t)) = α}, q(y)′(t0) ≥ −βy(t0) = −βα < 0 et donc, pour t < t0, proche de t0,
q(y(t)) > α, ce qui contredit la minimalité de t0.
Ainsi, y reste dans un compact donc y est dé�nie sur [0,∞[, et ∀t ≥ 0, q(y)′(t) ≤ −βq(y(t)). Donc :

∀t ≥ 0,
d

dt
(eβtq(y(t))) = eβt(q(y)′(t) + βq(y(t))) ≤ 0

En particulier :

∀t ≥ 0, q(y(t)) ≤ e−βtq(x)
D'où le résultat par équivalence de ‖·‖ et √q.
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