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Théorème 1

Soit f : U → R une fonction de classe C3, où U est un ouvert de Rn contenant 0. On suppose que Df(0) = 0
et D2f(0) est non-dégénérée de signature (p, n− p). Alors :

Il existe un C1 di�éomorphisme ϕ entre deux voisinages de 0 ∈ Rn tel que :

ϕ(0) = 0 et f(x)− f(0) = u21 + · · ·+ u2p − u2p+1 − · · · − u2n où u := ϕ(x)

Étape 1

Soit A0 ∈ GLn(R)∩Sn(R). Alors, il existe un voisinage V de A0 dans Sn(R), et une fonction ρ : V → GLn(R),
de classe C1, telle que :

∀A ∈ V, tρ(A)A0ρ(A) = A

Soit
ϕ̂ : Mn(R) −→ Sn(R)

M 7−→ tMA0M
. La fonction ϕ̂ est polynômiale donc de classe C1 surMn(R).

Soit H ∈Mn(R), on a :

ϕ̂(I +H)− ϕ̂(I) = t
(I +H)A0(I +H)−A0 = tHA0H +A0H + tH10H

=
t
(A0H) +A0H + tHA0H =

t
(A0H) +A0H +O(‖H‖2)

Ainsi, Dϕ̂(In)(H) =
t
(A0H) +A0H et

H ∈ ker ϕ̂(I)⇔ A0H ∈ An(R)

On remarque queMn(R) = Sn(R)⊕An(R), et on pose F := {H ∈Mn(R), A0H ∈ Sn(R)}.
Soit ψ = ϕ̂|F : F → Sn(R), on a :

In ∈ F
kerψ(I) = ker(Fϕ̂(I)) ∩ Sn(R) = {0}
dimSn(R) = dimF

Ainsi : Dψ(I) est inversible et ψ est de classe C1 ; donc on peut applique le théorème d'inversion locale :
Il existe un voisinage ouvert U de I dans F (et on peut supposer que U ⊂ GLn(R), par continuité du détermi-
nant), tel que :

ψ : U → V = ψ(U)

soit un C1-di�éomorphisme. Ainsi, V est un voisinage ouvert de A0 = ψ(I) dans Sn(R) et

∀A ∈ V,A =
t
ψ−1(A)A0ψ

−1(A)

Il su�t de poser :
ρ = ψ−1

Étape 2

On applique Taylor avec reste intégral à l'ordre 1

On a :

f(x)− f(0)−Df(0)ẋ =

∫ 1

0

(1− t)D2f(tx)(̇x, x)dt

C'est-à-dire : f(x)− f(0) = txQx où Q :
∫ 1

0
(1− t)D2f(tx)dt est de classe C1.
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Étape 3

Preuve du théorème

Ici, pour tout x, Q(x) est symétrique et Q(0) = 1
2D

2f(0) est inversible. D'après le lemme, il existe un
voisinage V de Q(0) dans Sn(R) et une fonction ρ : V → GLn(R) tels que :

∀A ∈ V, tρ(A)Q(0)ρ(A) = A

Comme Q est continue, il existe un voisinage W de 0 dans Rn tel que : pour tout x ∈W , Q(x) ∈ V et alors :

Q(x) =
t
ρ(Q(x))Q(0)ρ(Q(x))

Soit x ∈W . On pose : M(x) = ρ(Q(x)) et y =M(x)ẋ. Alors :

f(x)− f(0) = tyQ(0)y

Or, Q(0) = 1
2D

2f(0) est de signature (p, n− p). D'après le théorème d'inertie de Sylvester, il existe une matrice
A ∈ GLn(R) telle que

tAQ(0)A =

(
Ip 0
0 In−p

)
En posant y = Au (u = A−1y), on obtient :

tyQ(0)y = tutAQ(0)Au = u21 + · · ·+ u2p − u2p+1 − · · · − u2n

On pose donc :
ϕ : W −→ R

n

x 7−→ A−1M(x)x

On a bien : ϕ(0) = 0, ϕ de classe C1 sur W ; et f a l'expression souhaitée.

En�n, pour tout h ∈W , on a :

ϕ(h)− ϕ(0) = A−1M(h)h−A−1M(0)(0)

= A−1(M(0) + o(1))h = A−1M(0)h+ o(‖(‖h))

Ainsi, Dϕ(0) = A−1M(0) qui est inversible. On applique le théorème d'inversion locale à ϕ, qui est donc un
C1 di�éomorphisme entre deux voisinages de 0.
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