Lemme de Morse
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Théoréme 1
Soit f : U — R une fonction de classe C3, ot U est un ouvert de R"™ contenant 0. On suppose que D f(0) = 0

et D2 f(0) est non-dégénérée de signature (p,n — p). Alors :
II existe un C* difféomorphisme ¢ entre deux voisinages de 0 € R™ tel que :

p(0) =0 et f(z) = f(0) =ui+ - Fup —upyy =+ —uy, ot ui=o(x)

Etape 1

Soit Ag € GL,(R)NS,,(R). Alors, il existe un voisinage V de Ay dans S,,(R), et une fonction p : V. — GL,(R),
de classe C', telle que :

VA €V, p(A)Aop(A) = A

. P | Mp(R) —  Su(R)
Soit M — 'MAM
Soit H € M,,(R), on a :

. La fonction ¢ est polynémiale donc de classe C! sur M,,(R).

GUI+H)—@(I)="(I+H)Ag(I + H) — Ag = "HAGH + AgH + "H1oH
= "(AoH) + AgH + "HAGH = "(AgH) + AoH + O(| H|?)
Ainsi, D@(I,)(H) = "(AgH) 4+ AgH et
Hekerp(I) & AgH € A, (R)

On remarque que M, (R) = S,(R) @ A, (R), et on pose F := {H € M,(R), AoH € S,(R)}.
Soit ¥ = @ : F' — Su(R), on a :

I, eF

ker¢(I) = ker(F¢(I)) NSy (R) = {0}

dimS,(R) = dim F
Ainsi : Dy(I) est inversible et 1 est de classe C' ; donc on peut applique le théoréme d’inversion locale :

11 existe un voisinage ouvert U de I dans F' (et on peut supposer que U C GL,,(R), par continuité du détermi-
nant), tel que :

U =V =)

soit un C!-diffeomorphisme. Ainsi, V est un voisinage ouvert de Ag = 1(I) dans S, (R) et
VA€V, A= "y (A) A1 (4)

11 suffit de poser :
p=97"
Etape 2

On applique Taylor avec reste intégral a l'ordre 1

On a:
f(x) - £(0) — DF(0)i = / (1~ t)D?f(tx) ()t

Cest-a~dire : f(z) — f(0) = 'zQz on Q : fol(l —t)D? f(tx)dt est de classe C'.



Etape 3

Preuve du théoréme
1

Ici, pour tout z, Q(z) est symétrique et Q(0) = §D2f(0) est inversible. D’aprés le lemme, il existe un

voisinage V de Q(0) dans S,,(R) et une fonction p : V- — GL,(R) tels que :
VA € V,"p(A)Q(0)p(A) = A
Comme @ est continue, il existe un voisinage W de 0 dans R™ tel que : pour tout x € W, Q(z) € V et alors :

Q) = "p(Q(2))Q(0)p(Q(x))
Soit € W. On pose : M(x) = p(Q(z)) et y = M (x)z. Alors :

f(xz) = £(0) = "4Q(0)y

Or, Q(0) = $D?f(0) est de signature (p,n — p). D’aprés le théoréme d’inertie de Sylvester, il existe une matrice
A € GL,(R) telle que

¢ (1, 0
En posant y = Au (u = A~1y), on obtient :

Q) = " AQU)Au = - ud e

On pose donc :
W — R™
r — A'M(z)x

@

On a bien : p(0) = 0, ¢ de classe C* sur W ; et f a l’expression souhaitée.

Enfin, pour tout h € W, on a:

p(h) = ¢(0) = A= M(h)h — A~ M(0)(0)
= A (M(0) + o(1)h = AT M(0)h + o([| (| 1))

Ainsi, Dp(0) = A=1M(0) qui est inversible. On applique le théoréme d’inversion locale & ¢, qui est donc un
C! difféomorphisme entre deux voisinages de 0.



