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Introduction

Une opérade permet de coder un "type" d’algébre. On ne définit pas I'algébre par des
opérations et des relations, on préfére donner toutes les opérations sur un nombre fini de
variables ainsi que toutes les relations entre ces opérations.

La notion d’opérade a d’abord été mise en place dans un contexte topologique pour étudier
I'espace des lacets, puis a été étendue au domaine algébrique.

Nous étudierons ici deux exemples d’opérades topologiques : Ass et A,.. Nous verrons que
la donnée d’un Ass-espace équivaut & la donnée d’un espace topologique muni d’une loi de
composition interne associative. Nous essaierons ensuite d’appréhender le type d’espace
codé par I'opérade A.

Pour ce faire, nous définirons dans un premier temps la notion d’opérade algébrique, puis
la notion d’homotopie.

1 Opérades algébriques

1.1 Définitions préalables
1.1.1 Produit tensoriel

Définition 1.1.1. Soient V,W deux K-espaces vectoriels.

Le produit tensoriel de V et W, noté V @g W est l’espace vectoriel et 'application
bilinéaire V- x W — V @x W wvérifiant la propriété universelle suivante, pour E un K-
espace vectoriel quelconque :

Vo : V x W — E application bilinéaire, 3¢ : V @x W — E
linéaire telle que le diagramme suivant soit commutatif :

VXW—VexgW

XLJ’

E
Proposition 1.1.1. Le produit tensoriel est unique & isomorphisme pres.

Démonstration. On suppose qu’il existe deux produits tensoriels :
@Dl SV x W — T1

@DQIVXW—)TQ

Ces produits vérifient la propriété universelle donc : d!¢q, dl¢s linéaires qui rendent le
diagramme suivant commutatif :

Vx W
N2
15

On a donc :

1 = @10, Py = Py 09y



Donc : ¢y 0 g 011 = 1p1 Ainsi, ¢1 0 ¢ = Id sur 'image de ;.

Comme les applications sont linéaires, il s’agit maintenant de montrer que : ' := Vect(Im(yy)) =
1i.

Par I’absurde, supposons que : 3z € T\ E

Vwa1—>T1

kv

T

dl¢ : T1 — T; linéaire qui rende ce diagramme commutatif. Id,, convient.
Mais, si on note F' un sous-espace vectoriel de 17 tel que T7 = E @ F', alors 'application
idg @ O convient également, ce qui contredit 'unicité.

Ainsi, sur une base de 17, ¢1 o ¢ = id. De la méme facon, on montre que ¢y o ¢p; = id.
Finalement, T7=T, sont isomorphes.
O

Démonstration. Existence
On considére I'espace vectoriel libre, noté F(V x W), défini par :

FV xW) = {Z Ao, (v, )

finie

Av,w eK,veV,weW}

Attention : Dans F(V x W), pour \,,, € K,v € V;w e W, on a:

(v, w) # ANv,w) # (v, \w)

On considére maintenant 'espace R engendré par les relations suivantes :

(u+v,w) — (u,w) — (v,w) ounu,veViweW (1)
(u,w+ x) — (u, w) — (u, x) outu€eViwxeW (2)
(Av,w) — A(v, w) ot deKveVweW (3)
(v, \w) — A(v, w) ot xeKveVweW (4)

Puis on pose :
VeogkW=FV xW)/R

De plus, on peut définir 'application :

VW — VegW
(v,w) = VW

On vérifie ensuite que V ®x W munit de cette application vérifie la propriété universelle :
Soit ¢ : V x W — E une application bilinéaire, ot F est un espace vectoriel.
Analyse : Supposons que : Elg?) qui satisfait la propriété.
Alors :
Yo € V,Yw € W, p(v @ w) = ¢(v, w)



Comme (;5 est linéaire, elle est uniquement déterminée par la donnée de ¢.
Synthése : Soit ¢ : V ®g W — E D'application linéaire déterminée par :

Yo € V,Yw € W, ¢(v @ w) = ¢(v, w)

¢ est bien linéaire car ¢ et ® sont bilinéaires.

On a vu : I'm(¢) engendre V ®@x W donc ¢ est bien définie sur V @k W.

De plus, sur V x W, (b:gz;oz/;.

Donc gz~§ convient. ]

Remarque : Si (e;);e; est un base de V et (f;);cs est une base de W, alors (e; ® f;);;
est une base de V @x W

VW — VoW

Remarque : L’application (w) = vew n’est pas surjective.

Remarque : On peut voir que : (U@ V)W =ZU® (VW)
Donc, en général on écrit : U@V @ W

1.1.2 Algébres

Définition 1.1.2. Algébre associative Une algébre associative est un couple (A, p) ot
A est un K-espace vectoriel et u: A @x A — A une application K-linéaire telle que :

Va,bc € A, (a, p(bc)) = gt (u(a, b))

Remarque On écrit parfois p(a,b) = a - b et la relation d’associativité devient :
a-(b-c)=(a-b)-c

Remarque : Cette définition correspond & la notion de K-algébre vue en cours.

Définition 1.1.3. Soient f : Vi — Wi et g : Vo — Wy des applications K-linéaires entre
K-espaces vectoriels.
On définit : fRg: Vi W, = Vo Wy par :

VoeVVw e W, (f@g)lve W)= f(v)®g(w)

Remarque On peut alors réécrire ’associativité sous la forme suivante :

A Aw A% A A

/L®idAl @) jﬂ

A A—2L A

~ \‘L// \\u/
Remarque Si on note = ", Passociativité s’écrit : "N/ =\~

Définition 1.1.4. On dit que (A, p,n) est une algébre associative unitaire lorsque :
(A, ) est une algébre associative et n : K — A est K-linéaire, donc caractérisée par
Uimage de 1k, telle que, en notant 14 :=n(1k) :

Va € A,u(a, 1A) = H(LA?G) =a

(c’est-a-dire :a-14=14-a=a)



Remarque A l'aide de diagrammes :

AK 2T 4 AR @ A
\jﬂ/
A
Proposition 1.1.2. En effet,
A¥K A2 ARK

KxA — A

(Na) — Aa

Soit ¢ : K x A — B quelconque ou B est un espace vectoriel.
Supposons que : 3¢ : A — B telle que le diagramme suivant commute :

Démonstration. Soit 1 :

Kx A2 = A
XlN
B

Alors, Ya € A, ¢(a) = ¢(1,a) D’ott Punicité.

Inversement, ¢ : a — ¢(1,a) est linéaire et rend le diagramme commutatif.
Ainsi, A vérifie la propriété universelle.

Par unicité du produit tensoriel (a isomorphisme prés) :

KAx=A
Deméme : AQK= A ]

Définition 1.1.5. Une algébre commutative (A,-: A®2 — A) est une algébre associa-
tive (A, ) telle que :
Y(a,b) € A’ a-b="b-a

Définition 1.1.6. Une algébre de Lie (G,[—,—]: G® G — G) est un espace vectoriel
muni d’une application linéaire antisymétrique : [—, —| : G® G — G telle que :

Va,b,c € G, [la,b],c] +[[b,c],al + [[c,a] ,b] =0

Antisymétrie : Vz,y € G, [z, y| = —[y, =]

Définition 1.1.7 (Algebre augmentée). Soit (A, ua) une algébre associative (sans unité).
On peut construire une algébre associative unitaire : A, = K ® A, munie du produit :
,LLA+ . A+®A+—>A+

A, AL Z2KoKeKO APARKBA® A done "pa, = px @ Ida & Ida & pa”
~K ~A ~A

On dit qu’une algébre associative unitaire (A, pa,n @ K — Aest augmentée lorsque :
Je : A — K une augmentation telle que :

— € est un morphisme d’algébre (e(pa(a ® b)) = ux(e(a) ® €(b)))

- eon=Idg



1.1.3 Catégories

Définition 1.1.8. Une catégorie C est la donnée d’une collection d’objets C' de C et d’un
ensemble de fleches (morphismes) f: C — C', o C et C" sont des objets de C

Remarque : Lorsque la collection d’objets est un ensemble, on parle de petite catégorie.

On note : Home(C, C’) Pensemble des fleches C' — C".
Pour tout objet C' de C, on a :

— Ide € Home(C, C) (identité)

- Vf:C—>C'g:C'"—>C" dgo f:C — C" telle que :

Idc o f = f ¢) Idc = f (umté)
(hog)o f=nho(go f) (associativité)

Exemples :
— Ens :

objets = {Ensembles}
morph = {Applications ensemblistes}
— Algébres associatives :
objets = {Algébres associatives}
morph = {Morphismes d’algébres associatives}

— Algébres associatives unitaires
— Algébres commutatives

— Algébres de Lie

— Bimod :

objets = {Algébres associatives}
morph = {Bimodules}

Soient A, B, C' des algébres associatives

Soit M un A — B-bimodule

Soit N un B — C-bimodule

Alors M ®p N est un A — C-bimodule (ie:m-b@n=m®n -b)
— Top :

objets = {Espaces topologiques}

morph = {Applications continues}
- Grp :

objets = {Groupes}

morph = {Morphismes de groupes}
- Op:

objets = {Opérades}

morph = {Morphismes d’opérades}
— Variétés différentiables :

objets = {Variétés différentiables}

morph = {Applications différentiables}
— Vect :



objets = {K-Espaces vectoriels}
morph = {Applications K-linéaires}
Définition 1.1.9. Soient C et C' deux catégories.
On appelle foncteur covariant entre C et C', F : C — C' les données suivantes :
~ YC objet de C, F(C) objet de C’
-Vf:C—C', F(f): F(C)— F(C") telle que :
F(go f)=F(g) o F(f)
F(Ide) = Idpe)
Définition 1.1.10. Soient C et C' deux catégories.
On appelle foncteur contravariant entre C et C', F' : C — C' les données suivantes :
— VC objet de C, F(C) objet de C’
- Vf:C—C' F(f): F(C)— F(C') telle que :
F(go f) = F(f)e F(g)
F(Ide) = Idpcy

Exemple :

Vectk —  Vectk
(=) - |4 = V" = Homvyecety
' . W —
PrV=Woe 5 5 W oK) o ff(0)=d0f:V oK

Soient f:V =W, g: W — Z
(go f)*(6)=0do(gof)=(do0g)of=f(dog)=[f"(g"(5)) = [ og"(d)
C’est un foncteur contravariant.

Exemple : Foncteur oubli

(A, 1a) — A (espace vectoriel sous-jacent)
f:(Apa) = (B,ug) — f:A— Be€ Homye(A, B)

De plus, on a un foncteur libre :

{ Alg.assoc.unitaire ~ — Vect
U .

Vect — Alg.assoc.unitaire
1% = T(V) =@, V®" (algébre tensorielle libre sur V)

| ' TV) = T(V)
frV=W = F(f): V1@ ... @V, = f(v1) ®...® f(vn)

Remarque : le produit dans 7 () est le produit tensoriel. On a donc bien :

F(f)a o) b) = F(f)la@b) = fla) @ f(b) = f(a) 7o) [(b) = F(f)(a) -row) F(f)(b)
Remarque : On peut montrer que Homvyee (V, U(A)) = Homapjg ass (7 (), A)
)

,A)

Homveet(V,U(A)) — Homajgass (T (V
TV) — (4,

fV=UlA) - gb(f):{

Démonstration. Soit ¢ :

(produit associatif)

MR.Qv, — flu)®..

® f(vn)



Injectivité :
Soit f € ker(¢) : Vv € V, f(v) = ¢(f(v)) = 0. Donc f = 0.
Surjectivité :
Soit ¢ € Homayg ass. (T (v), A)
...V = U4
Soit f : v b))

f est bien défini et comme 1 est un morphisme d’algébre, f est linéaire donc un morphisme
d’espaces vectoriels. De plus, pour vy, ...,v, € V :

P(f)(1 @ ... ®v,) = f(v1) 4. o4 f(vn)
=P(v1) -4 ca(vy)
=Y ® ... ®Vy)

Ainsi, ¢(f) = 1 sur un générateur de 7 (V), donc ¢(f) = 1.
On a montré :

HomVect(V> U(A)) = HomAlg.ass‘(T(U)a A)

1.2 Opérade algébrique non-symétrique

Soit (A, pa) une algébre associative.
pa: A® A — A linéaire telle que (associativité)

/’LA(_7/’I’A(_7 _)) = MA(MA(_v _)7 _) tA® A® A — A soit nulle.
Cela correspond a la donnée de :
Y € Homyee (A%%, A)

Ou encore :

T(KY) — Hom(A®? A)
——
objetlibre

L’associativité devient alors :
X =V 0 € Hom(A®3, A)
On travaille avec les collections d’espaces vectoriels indicés pas N :

M = {M,}, oy, ot Vn € N, M, est un espace vectoriel.

Sur l’ensemble des collections, on défini un produit ("pléthysme") o par :
(MoN), = P MeN,®..0N,
k>0 i1+...0=n
Remarque : o est linéaire a gauche mais pas a droite.

Définition 1.2.1. Une opérade (P,vyp,np) est la donnée de :

une collection d’espace vectoriels P = {P,},
une application de collections vp : PoP — P

une application de collections np : I — P ou I = (0,K, 0,0, ...)

8



telles que :
— yp est associatif
— np est une unité pour yp
C’est-a-dire que les diagrammes suivants commutent :

Po(PoP)—(PoP)oP—=PoP
ypoldp e
Idpoyp l»yp (associativité)

PoP

[oPTlYp o p'LPp

\ ly:/ (unité)

P

c’est-a-dire : N
(V)= Y = ()
Remarques :
— Une application de collections f : M — N est une collection d’applications linéaires
fn: M, — N,

- S, ®..0v, €E M@N; ®..QN,;, f:M— Netg: M — N On définit
fog:MoN — M oN par:

(fog)muy ®viy @ ... @ v) = fulmuk) ® giy (Vi) ® ... ® gy (Vi)
Exemple : Soit V un espace vectoriel.
EndV = ({HomVect (V®n7 V) }nZO » VEndy > nEndv>
ol

Yendy | fo ® gi ® - ® gy | = fulgy ® ... @ gy,) 1 VIt 5 V

GEnd;gEndV
. I=(0,K,0,..) — Endy
Mendv = 0,1,0,...) — (0,1dy,0, ...)

est une opérade.

Exemple : Soit (A, ) une algébre associative unitaire.
On considére A = ((0, A,0,0...),74,74)
Remarque :

VneN (4cA), =P P A4, 2.04,

kZO i1+...+ig=n

:A1®An
B AARA =A®A sin=1
o 0 sinon

Ainsi, AcA=(0,A® A,0,0..) =AR A
Il suffit donc de définir 4 etny sur A® A :

YA a @b pualab)

A est une opérade.



Définition 1.2.2. Un morphisme d’opérade f : P — Q est un morphisme de collec-
tions tel que le diagramme suivant commute :

PoPLLgog
’Ypl @) l’YQ
f
P Q
Définition 1.2.3 (P-algebre (1)). Soit (P,~p) une opérade.

Une P-algébre (A,~va) est la donnée d’un espace vectoriel A et d’un morphisme d’opérades
74 : P(A) — Endy

Remarque : On note, pour A espace vectoriel : P(A) := P, 5, Pn @ A"
Définition 1.2.4 (P-algebre (2)). Soit (P,~p) une opérade.

Une P-algébre (A,74) est la donnée d’un espace vectoriel A et d’une application linéaire
a1 P(A) = A tels que le diagramme suivant commule :

Idp(va)

(PoP)(A) =P(P(A) —=P(A)

P l O lWA

P(A) A

YA

Exemple : Soit A une algébre associative unitaire ; Soit A 'opérade associée.
Qu’est-ce qu’une A-algébre?
On se donne un espace vectoriel V' et une application linéaire 3y : A(V) — V
D’abord, on remarque que A(V)=A®V
V est une A-algébre lorsque le diagramme suivant commute :

ARARV2AR (A V)Y AgV
/J/A®Idvl o L% ie. (a-b)-m=a-(b-m)

ARV . V

A%

Ainsi, une A-algébre est un module sur I'algébre A.

2 Homotopie

2.1 Définitions et propriétés

Définition 2.1.1. Soient X,Y deuz espaces topologiques.
Soient f,g: X — 'Y des fonctions continues.
On dit que [ et g sont homotopes (noté f ~ g) lorsque :

h(—=0)=f: X =Y

Jh: X x [0,1] = Y continue, telle que { h(—1)=g: X =Y

Proposition 2.1.1. La relation d’homotopie est une relation d’équivalence.

Démonstration. — Reéflexivité :
Soit f: X =Y

Alors f ~ f <on prend h : X > [0,1]

— Y )
(z,t) = f(z)



— Symétrie :
Soient f,g: X =Y
On suppose que f ~ g. On a alors :

h(—=0)=f:X—->Y

Jh: X x [0,1] — Y continue, telle que { M—1)—g: X Y

X x[0,1] — Y

Soit h : (2. 1) o b1 —t) Alors :
h=0)=g: X =Y
h(—1)=f:X—>Y

Donc g ~ f

— Transitivité :

Soient u, v, w : X — Y telles que u ~ v et v ~ w.
hy, he : X X [0,1] = Y continues telles que

hi(—,0)=u: X =Y ho(—=,0)=v: X - Y
hi(—1)=v: X =Y "’ ho(— 1) =w: X =Y

X x[0,1] — Y
Soit, h : hi(z, 2t) si
(z,1) { ho(,2t — 1) si

Alors h est continue et montre que u ~ w

Définition 2.1.2. Soient X,Y deuz espaces topologiques.
On dit que X et'Y sont homotopes lorsque :

df: X =Y
dg: X =Y

fogNIdy

continues, telles que : { go f~Idy

Exemple 1 : On peut montrer que le segment [—1, 1] est homotope au point {0} :

{0} = [-11
f: 0 = 0
0 <« t i g

On a: go f =Idy. A fortiori, go f ~ Idsp

De plus, Vt € [-1,1], fog(t) =0
., L1 x[0,1] — [-1,1]
Soit h : (t, 5) i
Alors, h(—,0) = fog(t) et h(—,1) = Id[_13). Donc fog~Idiqy
Exemple 2 : On montre de la méme facon que le cercle et le cylindre sont homotopes :

Stx {0} — S'x[-1,1]
fo (€9,0) = (e”,0)
(€,0) <« (e 1) : g

On vient de montrer que [—1,1] est homotope au point {0}. Or on peut munir {0}
d’une structure de groupe (le neutre de la loi interne étant 0). On peut alors se demander

11



si la relation d’homotopie permet de transférer la structure de groupe au segment [—1, 1].
Par I'absurde, on suppose qu'’il existe une loi de composition interne  sur [—1, 1], continue,
qui munisse [—1, 1] d’une structure de groupe de neutre 0.
On a par exemple : 0« 1 =1et At € [-1,1],tx1 =1t =0.
On considére la fonction

11 = [-L1]]

T -
¢ x = txx

Comme * est continue, 7; est continue. Par unicité de 'inverse, 7; s’annule uniquement
en 1. Par théoréme des valeurs intermédiaires, 7; est de signe constant sur [—1, 1].
Mais, 7(1 % (—1)) =t * (1% (—1)) = (¢ x 1) * (—1) = —1 < 0 par associativité. De méme,
7(1+x1)=1>0.
On a donc une contradiction.
On ne peut pas transférer la structure de groupe {0} a [—1,1].
Toutefois, il est possible de modifier la structure pour "que ca marche".

2.2 Espaces associatifs & homotopie prés

Définition 2.2.1. Soit X un espace topologique muni d’une loi de composition interne -.
On dit que X est associatif a homotopie prés lorsque :

(= (= =)~ (= =)o)

Proposition 2.2.1. Soient X,Y deux espaces topologiques homotopes. On suppose que
(X, ) est un espace associatif.
Alors, on peut munir' Y d’une structure d’espace associatif & homotopie pres.

Démonstration. Par définition :

f:X—=>Y . | fog~Idy
= { 7Y > X continues, telles que : go f~Idy
De plus, on a - : X x X — X, associative : — - (—+—) = (= - —) - — On pose : v :
Y XY — Y
(y1,92) = flg(y1) - 9(v2))
Montrons que v(—,v(—,—)) ~v(v(—,—),—): Y3 > Y :
. . h<_>0) :gof .
Comme go f ~ Idx,3h: X x [0,1] = X telle que : On pose :
h(—,1) =1Idx
h: Y3x[0,1] — Y
Fla(yr) - hlg(y2) - 9(ys), 1)) si0<t<3
Y2, Y3, t) . 2
st = {0 o iy WY 22

h montre que v est associative & homotopie prés (h est continue parce que u est associa-
tive).
]

Exemple : ’espace des lacets

Soit X un espace topologie ; Soit g € X.
On considére 'espace des lacets Q(X, xg) = {7 :[0,1] — X continue ,v(0) = v(1) = xo}.

12



On muni cette espace d’une loi de composition interne :

QX x0) X QX,z9) — QX z0)
(71,72) = ks [0,1] — X

io<t<i
PN 71 (2t) S%(l)_t_ 5
Y2t—1) sii<t<1
Remarque : On peut représenter un lacet v par : |L| On écrit alors :
71 72
Y ¥y = | | |
Soient Y1,72,73 € Q(XJ xO)'
71 (2t) si0<t<1i
VEE[0, 1], (2%ys) = p@t—2) sit<t<i = |—— ||
v3(4t —3) siz<t<1
71 (4t) si0<t<i
Vte{oﬂl]v(’yl*f)/?)*%i: 72(415_1) Si%ﬁtﬁ% :| - | = ’ =
32t —1) sig<t<1
Il est clair que % n’est pas associatif. Toutefois, on peut montrer que
(<% =) 5=~ = (=5 -)
en prenant :
h: Q(X,z0)® x [0,1] — Q(X,x)
(717727737‘9) = Vst [O’ 1] - X
n(335) si0<t<ige
t o= Q= (1+s)) si e <t < He
1(4555) si 2 <t <1

On a alors : h(71,72,73,0) = (71 % 72) * 73 et h(y1,72,73, 1) = 71 % (72 % 73)
Graphiquement :

il 72 V3
A
ST // // I h
"Yl |/'YQ |/ V3 ‘
H: [0,1] x[0,1] — X

Remarque : On notera H (7, 7o, =
4 (71 2 73) <S7 t) = 75(1’-) - h(’717 72573, S) (t)
Pour le produit de quatre éléments, il y a 5 combinaisons possibles. On obtient :

(71 % 72) * 73

Y1%72,73,74)
Y1,72,73)* V4

(71 % 72) * (73 % 74) (71 % (72 % 73)) * 4

(71,72,73%74)

(v1,72%73,74)

M (72 % (73 % 74)) i Hmen) b ((72) *73) * 74)

Ou encore, en visualisant les relations d’homotopie :
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On peut maintenant chercher une unité homotopique. On considére le lacet constant :

Ye: [0,1] — X
t = Xy

Alors, on montre facilement que :

Y

Ye v Ye
S -

/

v7€Q<X7$O)>’V*’YcN7c*’YN73 y 7 H N
]|

Définition 2.2.2. Le groupe fondamental de X en xq est :
Hl(X, ZL’()) = Q(X, ZL’U)/ ~

Démonstration. C’est bien un groupe :

On a montré 'associativité et la présence d’un neutre.
Soit v € Q(X, xg), on considére 4 : t — (1 — ).

Soit h: [0,1] x [0,1] — X

~(2ts) si0<t<3

(t,S) = {~ 1%§t§1

Onaalors{h(_’(l))_’yc leyxy=A*7=7,
Exemple :

I, (R* (0,0)) =Z

(on compte le nombre de tours autour de 0 dans un sens ou dans 'autre)

2.3 Groupe & homotopie prés

Définition 2.3.1. Soit X un ensemble
X est un groupe a homotopie prés lorsque :
— X est associatif & homotopie pres
—dee X tel que —-e~e-— ~1Idy
~-VeeX,dJye X telque:x-y~y-x~e
(ot Ya,b € X, a~ b lorsque 3h : [0,1] - X, h(0) = a,h(1) =b)
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Exemple :
On peut munir [—1, 1] d’une structure de groupe & homotopie prés, de neutre 0 :
Soit *: [-1,1] x [-1,1] — [-1,1]
(t, 1) =t
Alors :
— « est une loi de composition interne sur [—1,1].
— x est associative
— Soit h: [-1,1] x[0,1] — [-1,1]
(t,s) — txs
Alors h(—,0) = =+ 0=0% — et h(—,1) = Idj_y 1) Ainsi =0~ 0% — ~ Id_q
0 est donc neutre pour x
— Soit t € [—1,1]
tx0=0xt=tort~0 (onprend h: [0,1] — [-1,1])
S = xS

3 Opérades topologiques

3.1 Définitions
3.1.1 Opérades topologiques

La catégorie sous-jacente est maintenant celle des espaces topologiques.

Définition 3.1.1. Une opérade P = {P,} est une collection d’espaces topologiques munis
d’applications continues associatives :

'Yil,--.,ikpk X Pil X X Plk — Pi1+...+ik

e :
VnGN”yn:U I—l 'PkX'PilX...X'Pik—)Pn

E>0414...4+ip=n

et d’une unité :n: 1= (0,%,0,..) > P

Définition 3.1.2. Soit (P,vp) une opérade.
Un P-espace (X,7) est la donnée d’un espace topologique X et d’un morphisme d’opé-
rades v : P — Endx

3.1.2 Polytopes de Stasheff
Soit I = [0, 1]

Définition 3.1.3. Les polytopes de Stasheff sont les K;, Vi > 2 tels que :
1. Vi>2,K; C I'?
2. V(ty, ..tig) € I'2 (ty,....,t; o) € K; lorsque :

V1>j>i—22¢t..t <1

Définition 3.1.4. Vi > 2, on note L; la frontiére de K*.
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Les polytopes peuvent étre décrits de maniére plus intuitive : si on considére un mot
x1...2;, on peut montrer que chaque maniére sensée d’insérer un jeu de parenthéses dans
le mot correspond & une cellule de L;, frontiére de K;.

On peut dessiner K; en petites dimensions :

1 =2

KQZO
1 =3 .
1=4

Ky = {(z,y) € (0,122 > 1,4ay > 1}
(cf Annexe 1)

3.2 Ass et uAss

Définition 3.2.1.
Assg =10

Ass = {Assn} oi { Wn > 1, Ass, — *

Proposition 3.2.1. Un Ass-espace est exactement un espace topologique X muni d’une
multiplication p: X x X — X associative.

Démonstration. Soit X un Ass-espace.
X est un espace topologique, et on a :

v : Ass — Endy tel que Ass x Ass ﬂEndx x Endy
’YAssl O l’YEndX

Ass Endx

Vn > 1, on note fi,, = y(%,).
On remarque que g = Idy

Xy Xy
Assy X Assy X Asss ——Endy X End; x Endy donc g X % X kg ———— 19 X 17 X g

’YASSL O lFYEndX ’YASSj O L’YEndX

A333 5 El’ldg *3 ﬁ/ﬁ?) :,U/Q(_HMQ(_a_))

¥XY XAy
Assy X Assy X Ass; —— Endy X Endy X End; donc kg X %9 X k] ———— o X ig X fig

YAss L O j’YEndX YAss \ O l/’yEndX

Ass - Ends Ky ———= f3 = pa(p2(—, —), —)

Le fait que les diagramme soit commutatifs justifie :

M3 = IUQ(NJQ(_v _)7 _) et u3 = MQ(_MMZ(_? _))

On a donc :
,U2(:U2(_> _)7 _) = :u2(_7 FL?(_a _))
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i.e (X, us2) est un espace topologique associatif.

Pour la réciproque, il faut montrer que la donnée d’une multiplication associative sur
X suffit pour construire un morphisme d’opérades Ass — Endy.
On le fait pour de petites arités :

On note p=: W~
Ass — Endyx
0 — 0
*q — IdX

. *o —> 1%

Soit, 7 : « -~
*3 — #\“’/ = \H/“
*yq —>

[ -
v est bien un morphisme d’opérade puisque p est associative.
Définition 3.2.2.

uAss = {uAss,} ot Vn € N, Ass,, = %,

Proposition 3.2.2. Un uAss-espace est un espace topologique X muni d’une multiplica-
tion p: X X X — X associative et d’une unité pour cette multiplication.

Démonstration. Soit X un uAss-espace. X est un espace topologique et on a :

~v: Ass — Endx tel que Ass x Ass llEndX x Endx

'YASSl O lvEndX

Ass Endx

Vn € N, on note p, = v(x,).

Comme dans la démonstration précédente, on montre que (X, ps) est un espace topolo-
gique associatif.

De plus, v(%) = o : K — X est une application K-linéaire. On note 1x = po(1x).

1x est un neutre pour ps.

3.3 Ay

Proposition 3.3.1. Si ¢ : P — Q est un morphisme d’opérades topologiques ; et X est
un Q-espace, alors X est un P-espace.

Démonstration. Comme X est un Q-espace, on a un morphisme d’opérades v : Q —
Endx.
On a alors un morphisme d’opérades entre P et Endy :

P—". 0 Endy
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On cherche maintenant une opérade A, qui pourrait coder l'espace des lacets. On
peut essayer de chercher un morphisme d’opérade A,, — Ass.
En arité 1 :
| = |

En arité 2 :

YooY

En arité 3 : A, contient les produits —-(—-—) et (—-—)-—. Or, pour avoir un morphisme,
il faut que les deux éléments soient homotopes. Ces deux points sont en fait les extrémités
d’un segment, on a :

) e Y
En arité 4 : on obtient un pentagone plein :
Or Y
En fait, Vn > 2, A (n) = K,,_»

Proposition 3.3.2. Soit (X, x) un espace topologique pointé.
Alors Q(X, xg) est un An-espace.

Démonstration. On le montre pour de petites arités :

Soit
v A — Endo(x,z)
| — Id
\f/ —  p (produit de deux lacets)
- (__H__) - = h: (717727737S)H78<t)

]

En fait, on pourrait méme montrer que X est un A, -espace < X a les mémes groupes
d’homotopie que (Y), ou Y est aussi un espace topologique.
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Annexe 1

Polytopes de Stasheff Ky, K3, K4, K5

K,
-
d Ky 0,
0 1/2 1
f5(3,2)
1
fll::";:] K4 I.'.J[-E‘j}
] ||'2 4
\ 8.(3.2)
{.-
1/4 -'f':_:ll Jrj
0 142 1
0
J.(4.2)
1
oy
s
d,(4,2) i'2(2.4)
t:.r""?'L
h,‘}
0 i
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