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Théorème 1

Soient a1, . . . , ak ∈ N∗ premiers entre eux dans leur ensemble. Pour n ∈ N∗, on pose

un =

{
(x1, . . . , xk) ∈ Nk :

k∑
i=1

aixi = n

}

Alors, on a :

un ∼+∞
1

a1 . . . ak

nk−1

(k − 1)!

Étape 1

Série génératrice des un

Les séries entières
∑

xi∈N
zxiai , pour 1 6 i 6 k, ont un rayon de convergence de 1. On considère leur produit de

Cauchy : Pour |z| < 1 :

f(z) =

k∏
i=1

( ∞∑
xi=0

zaixi

)
=

k∏
i=1

1

1− zai

=

∞∑
n=0

( ∑
a1x1+···+akxk=n

1

)
zn =

∞∑
n=0

unz
n

Ainsi, f est la série génératrice de la suite (un)n.

Étape 2

Décomposition en éléments simples

La fonction f est une fraction rationnelle. Ses pôles sont les racines a1, . . . , ak-èmes de l'unité. De plus,
� Le pôle 1 est de multiplicité k
� Soit ω 6= 1 est un pôle de f . Supposons que ω est aussi de multiplicité k.
Alors, d'après Bézout, comme les ai sont premiers entre eux dans leur ensemble, il existe b1, . . . , bk ∈ N∗

tels que
k∑

i=1

biai = 1. Ainsi

ω = ω
∑k

i=1 biai =

k∏
i=1

(ωai)bi = 1

On a une contradiction. Donc le pôle ω est de multiplicité < k.
On pose P = {ω1, . . . , ωp} l'ensemble des pôles de f , avec ω1 = 1. Alors, il existe des constantes (cij) 16i6p

16j6k−1

et

α ∈ C telles que, pour tout |z| < 1 :

f(z) =
α

(1− z)k
+

∑
16i6p

16j6k−1

cij
(ωi − z)j

Étape 3

Développement en séries entières

Soit ω ∈ P , soit j ∈ N. Alors, la fraction z 7→ 1
(ω−z)j est développable en série entière. En e�et :

1



� 1
w−z = 1

ω
1

1− z
ω
=
∞∑

n=0

zn

ωn+1

� Puis, en dérivant (j − 1) fois terme à terme, on obtient : (j−1)!
(ω−z)j =

∞∑
n=j−1

n!
(n−j+1)!

zn−j+1

ωn+1 . D'où

1

(ω − z)j
=

∞∑
n=0

(n+ j − 1)!

(j − 1)!n!

zn

ωn+j
=

∞∑
n=0

(
n+ j − 1

n

)
zn

ωn+j

Ainsi,

f(z) =
α

(1− z)k
+

∑
16i6p

16j6k−1

cij
(ωi − z)j

= α

∞∑
n=0

(
n+ k − 1

n

)
zn +

∑
16i6p

16j6k−1

cij

( ∞∑
n=0

(
n+ j − 1

n

)
zn

ωn+j

)

Étape 4

Équivalent de un en +∞

Ainsi, si on regarde le coe�cient en zn, d'après l'unicité du développement en séries entières :

un = α

(
n+ k − 1

n

)
+

∑
16i6p

16j6k−1

cij

(
n+ j − 1

n

)
1

ωn+j

Or, binomn+ k − 1n = (n+k−1)...(n+1)
(k−1)! ∼ nk−1

(k−1)! .

Et pour j 6 k − 1,
(
n+j−1

n

)
∼ nj−1

(j−1)! = o
(

nk−1

(k−1)!

)
. Ainsi

un ∼+∞ α
nk−1

(k − 1)!

Étape 5

Calcul de la constante α

On multiplie f(z) par (1− z)k puis on évalue en z = 1 :

(1− z)kf(z) =
k∏

i=1

1− z
1− zai

= underseti = 1

k∏ 1

1 + z + · · ·+ zai−1

Ainsi α =
k∏

i=1

1
ai

Finalement :

un ∼+∞
1

a1 . . . ak

nk−1

(k − 1)!
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