Formule sommatoire de Poisson

Rétérence(s) :
— X. GOURDON - Analyse

Théoréme 1
Soit f : R — C une fonction de classe C' telle que f(z) = O (Z) et f'(z) = O (%) lorsque |z| — +oo.

Alors la série Y f(- 4+ n) converge normalement sur tout compact de R et pour tout x € R
nezZ

S fn) = 3 fe

nez nez

ot pour z € R, f(x) = fj;o f(t)e=2im2tdt (transformée de Fourier)

Etape 1

La série Y f(- +n) converge normalement sur tout compact de R.
nez

D’aprés les hypotheses, il existe M > 0 tel que V|z| > 1 on ait |f(z)| < 2. Ainsi :

M M
K K. K yA K+1 < <
VK > 040 € [ KL e Z(nl > K1) = (a4 )] € s < )

Ainsi, on a bien la convergence normale de la série sur tout compact. On note F' la limite simple.
Etape 2

Pour tout x € R, F'(z) = > f'(x+n)
nez

Comme précédemment, on montre que » . f/(-+n) converge normalement sur tout compact. La série converge
nez
donc uniformément sur tout segment de R, et on applique le théoréme de dérivation des séries de fonctions :

On obtient que la fonction F est de classe C' sur tout segment de R, donc sur R et on a

2

Vo €R,F'(z) = > f'(z+n)

ne”z

Etape 3
La fonction F' est 1-périodique et on peut calculer ses coefficients de Fourier

N N+1
Soit € R. Pour tout N € N,ona >, f(zx+1+n)= >  f(z+n). Donc, en faisant tendre N — +o0,
n=—N n=—N+1
on obtient F'(z + 1) = F(z) et donc F est 1-périodique.

1. D’apreés linégalité triangulaire |n| < |z +n|+|z| < |z +n|+ K
2. C’est en fait le théoréme de dérivation des suites de fonctions, appliqué aux sommes partielles de la série.

Théoréme 2 (Dérivation des suites de fonctions)

Soit (fn)n une suite de fonctions de classe C' d’un segment [a,b] dans un espace de Banach E. On suppose que :
— Jzo € [a,b] tel que (fn(zo))n converge
— La suite de fonction f!, converge uniformément sur [a,b] vers une fonction g.

Alors (frn) converge uniformément sur [a,b] vers une fonction f de classe C' vérifiant f' = g




On calcule ses coefficients de Fourier : Soit N € Z : 3

CN(F)—/IF(t) TNt = Z/ F(t 4+ n)e 2N gy

CVll

— Z/ —217rNt —217andt Z/ —ZiTrNtdt

nezZ nez

= (v

Etape 4

Conclusion

Comme F est de classe C', sa série de Fourier converge uniformément vers F et on a le résultat :

S S n) = 3 fes

nez nez
Corollaire 1
+oo 2 1 +oo %2
Pour tout s >0: > e ™= 7 d>ooe T
n=-—oo n=—oo

Etape 5

Calcul de I'intégrale de Gauss (par dérivation sous le signe intégral)

Onnote Iy = [* e " du=2l ou I = [/ e du.

g [0, 400 — R h:l[0,00[x[0,1] — R ]
Soit 1 24122 . On note 24122 . On va appliquer le

théoréme de dérivation sous le signe intégral :
— Pour tout x > 0, la fonction ¢ — h(z,t) est mesurable et intégrable sur [0, 1].
— Pour tout ¢ € [0,1], la fonction z — h(x,t) est dérivable et 2% (ac t) = —2ge~ (*+1)a?
— Pour tout K > 0, pour tout = € [0, K], pour tout ¢ € [0, 1] 9k (z,t)| < 2K, fonction indépendante de x
et intégrable sur [0,1].
Ainsi, la fonction g est dérivable sur tout compact de Ry et donc sur Ry et pour tout x > 0 :

1
g (z) = —2:10/ e~ (2% gy
0
—z? ! —(tx)?
= —2zxe e dt
0
= 2" / e du (avec le changement de variable u = tx)
0 .
= =2f(z)f'(z) (ou f:x »—>/ e~ du)
0
En intégrant cette égalité, on obtient g(x) — g(0) = —(f2(x) — £2(0)) mais g(0 fo t2+1dt 7, donc

gl@) =7~ P’(@)

Or, on a l’encadrement suivant :

3. On a le résultat suivant :
Théoréme 3

Soit (fn)n une suite de fonctions continues de I segment de R dans E. On suppose que Y, fn converge uniformément sur I vers

S. Alors S est continue sur I et
I nGZ




Ainsi, g(x) vl 0, puis f2(x) — 7. Comme f est positive, on obtient : I = lim f(x \f Finalement :

r——+o0
In=+r
Etape 6

Soit o« > 0; Soit f : x+— e—a”,

D’abord, on a, pour tout n € Z :

~ +oo 2 .
f(n) :/ efat 672z7rntdt
—00
1 e —u? 72z7rnfd t ft
= — e u en posant u = «
Va

Pour tout = € R, on pose I(x) := fjooj e e IR (f(n) = ﬁ](n))

Etape 7
Calcul de I(z) : on cherche une équation différentielle vérifiée par I.

“2TUE On va appliquer le théoréme de dérivation sous le signe intégral :

2
On pose g : (z,u) — e “e
e~ v TS < e e I}

— Pour tout z € R, la fonction u — g(z,u) est de classe C! et est intégrable (

(intégrale de Gauss))
— Pour tous z,u : gg (z,u) = e~ v’ (—22'77\}) o2

(.I' U)‘ < 27rue—u eLl

— La fonction gg est continue et Vz,u € R,

Ainsi, la fonction I est dérivable et pour tout x € R, I'(x) = = )
Maintenant, on fait une intégration par parties :

+oo +o00

2 =/ _Qjqrp-t — _

. \/~e 2”””\/5] 7/ Coue- \/‘ 2’7ﬂfdu
— 00

2imx oo

I(z) = [e

+oo
«Q a2 =92
= ——f ue™" e VR du

itx | o
Va Ja oo, a
= e OEE
ITT —21TT 2mex
Ainsi, on obtient I(z) = I(0)e” "= = y/me~ "= (par calcul de l'intégrale de Gauss)

7r2:l:2
\/ge* a . On applique la formule de Poisson en 0 :

S =3 [T

nez nez

Ainsi, pour tout n, f(n) =

k2

+oo 2
On pose alors s = T et on obtient : ) e % = % >oeTTs

n=—oo n—=—oo

Complément : Calcul de 'intégrale de Gauss



