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Théorème 1

Soit f : R → C une fonction de classe C1 telle que f(x) = O
(

1
x2

)
et f ′(x) = O

(
1
x2

)
lorsque |x| → +∞.

Alors la série
∑
n∈Z

f(·+ n) converge normalement sur tout compact de R et pour tout x ∈ R

∑
n∈Z

f(x+ n) =
∑
n∈Z

f̂(n)e2iπnx

où pour x ∈ R, f̂(x) =
∫ +∞
−∞ f(t)e−2iπxtdt (transformée de Fourier)

Étape 1

La série
∑
n∈Z

f(·+ n) converge normalement sur tout compact de R.

D'après les hypothèses, il existe M > 0 tel que ∀|x| > 1 on ait |f(x)| 6 M
x2 . Ainsi :

∀K > 0,∀x ∈ [−K,K],∀n ∈ Z, (|n| > K + 1)⇒
(
|f(x+ n)| 6 M

(x+ n)2
6

M

(|n| −K)2

)
1

Ainsi, on a bien la convergence normale de la série sur tout compact. On note F la limite simple.

Étape 2

Pour tout x ∈ R, F ′(x) =
∑
n∈Z

f ′(x+ n)

Comme précédemment, on montre que
∑
n∈Z

f ′(·+n) converge normalement sur tout compact. La série converge

donc uniformément sur tout segment de R, et on applique le théorème de dérivation des séries de fonctions : 2

On obtient que la fonction F est de classe C1 sur tout segment de R, donc sur R et on a

∀x ∈ R, F ′(x) =
∑
n∈Z

f ′(x+ n)

Étape 3

La fonction F est 1-périodique et on peut calculer ses coe�cients de Fourier

Soit x ∈ R. Pour tout N ∈ N, on a
N∑

n=−N
f(x+1+n) =

N+1∑
n=−N+1

f(x+n). Donc, en faisant tendre N → +∞,

on obtient F (x+ 1) = F (x) et donc F est 1-périodique.

1. D'après l'inégalité triangulaire |n| 6 |x+ n|+ |x| 6 |x+ n|+K
2. C'est en fait le théorème de dérivation des suites de fonctions, appliqué aux sommes partielles de la série.

Théorème 2 (Dérivation des suites de fonctions)

Soit (fn)n une suite de fonctions de classe C1 d'un segment [a, b] dans un espace de Banach E. On suppose que :

� ∃x0 ∈ [a, b] tel que (fn(x0))n converge

� La suite de fonction f ′
n converge uniformément sur [a, b] vers une fonction g.

Alors (fn) converge uniformément sur [a, b] vers une fonction f de classe C1 véri�ant f ′ = g
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On calcule ses coe�cients de Fourier : Soit N ∈ Z : 3

cN (F ) =

∫ 1

0

F (t)e−2iπNtdt =
(cvu)

∑
n∈Z

∫ 1

0

f(t+ n)e−2iπNtdt

=
∑
n∈Z

∫ n+1

n

f(t)e−2iπNte−2iπNndt =
∑
n∈Z

∫ n+1

n

f(t)e−2iπNtdt

= f̂(N)

Étape 4

Conclusion

Comme F est de classe C1, sa série de Fourier converge uniformément vers F et on a le résultat :∑
n∈Z

f(x+ n) =
∑
n∈Z

f̂(n)e2iπnx

Corollaire 1

Pour tout s > 0 :
+∞∑

n=−∞
e−πn

2s = 1√
s

+∞∑
n=−∞

e−π
k2

s

Étape 5

Calcul de l'intégrale de Gauss (par dérivation sous le signe intégral)

On note I0 =
∫ +∞
−∞ e−u

2

du = 2I où I =
∫ +∞
0

e−u
2

du.

Soit
g : [0,+∞[ −→ R

x 7−→
∫ 1

0
e−(t2+1)x2

t2+1 dt
. On note

h : [0,∞[×[0, 1] −→ R

(x, t) 7−→ e−(t2+1)x2

t2+1

. On va appliquer le

théorème de dérivation sous le signe intégral :
� Pour tout x > 0, la fonction t 7→ h(x, t) est mesurable et intégrable sur [0, 1].

� Pour tout t ∈ [0, 1], la fonction x 7→ h(x, t) est dérivable et ∂h
∂x (x, t) = −2xe

−(t2+1)x2

� Pour tout K > 0, pour tout x ∈ [0,K], pour tout t ∈ [0, 1],
∣∣∂h
∂x (x, t)

∣∣ 6 2K, fonction indépendante de x
et intégrable sur [0, 1].

Ainsi, la fonction g est dérivable sur tout compact de R+ et donc sur R+ et pour tout x > 0 :

g′(x) = −2x
∫ 1

0

e−(t
2+1)x2

dt

= −2xe−x
2

∫ 1

0

e−(tx)
2

dt

= −2e−x
2

∫ x

0

e−u
2

du (avec le changement de variable u = tx)

= −2f(x)f ′(x) (où f : x 7→
∫ x

0

e−u
2

du)

En intégrant cette égalité, on obtient g(x)− g(0) = −(f2(x)− f2(0)) mais g(0) =
∫ 1

0
1

t2+1dt =
π
4 , donc

g(x) =
π

4
− f2(x)

Or, on a l'encadrement suivant :

0 6 g(x) 6 e−x
2

∫ 1

0

1

t2 + 1
dt

3. On a le résultat suivant :

Théorème 3

Soit (fn)n une suite de fonctions continues de I segment de R dans E. On suppose que
∑

fn converge uniformément sur I vers

S. Alors S est continue sur I et ∫
I
S =

∑
n∈Z

∫
I
fn

2



Ainsi, g(x) −→
x→∞

0, puis f2(x) −→ π
4 . Comme f est positive, on obtient : I = lim

x→+∞
f(x) =

√
π
4 . Finalement :

I0 =
√
π

Étape 6

Soit α > 0 ; Soit f : x 7→ e−αx
2

.

D'abord, on a, pour tout n ∈ Z :

f̂(n) =

∫ +∞

−∞
e−αt

2

e−2iπntdt

=
1√
α

∫ +∞

−∞
e−u

2

e
−2iπn u√

α du en posant u =
√
αt

Pour tout x ∈ R, on pose I(x) :=
∫ +∞
−∞ e−u

2

e
−2iπx u√

α . (f̂(n) = 1√
α
I(n))

Étape 7

Calcul de I(x) : on cherche une équation di�érentielle véri�ée par I.

On pose g : (x, u) 7→ e−u
2

e
−2iπx u√

α . On va appliquer le théorème de dérivation sous le signe intégral :

� Pour tout x ∈ R, la fonction u 7→ g(x, u) est de classe C1 et est intégrable (
∣∣∣e−u2

e
−2iπx u√

α

∣∣∣ 6 e−u
2 ∈ L1

(intégrale de Gauss))

� Pour tous x, u : ∂g∂x (x, u) = e−u
2
(
−2iπ u√

α

)
e
−2iπx u√

α

� La fonction ∂g
∂x est continue et ∀x, u ∈ R,

∣∣∣ ∂g∂x (x, u)∣∣∣ 6 2πu√
α
e−u

2 ∈ L1

Ainsi, la fonction I est dérivable et pour tout x ∈ R, I ′(x) = −2iπ√
α

∫ +∞
−∞ ue−u

2

e
−2iπx u√

α du

Maintenant, on fait une intégration par parties :

I(x) =

[
e−u

2−
√
α

2iπx
e
−2iπx u√

α

]+∞
−∞
−
∫ +∞

−∞
−2ue−u

2−
√
α

2iπx
e
−2iπx u√

α du

= 0−
√
α

iπx

∫ +∞

−∞
ue−u

2

e
−2iπx u√

α du

== −
√
α

iπx

√
α

−2iπx
I ′(x) = − α

2π2x

Ainsi, on obtient I(x) = I(0)e−
π2x2

α =
√
πe−

π2x2

α (par calcul de l'intégrale de Gauss)

Ainsi, pour tout n, f̂(n) =
√

π
αe
−π2x2

α . On applique la formule de Poisson en 0 :

∑
n∈Z

e−αn
2

=
∑
n∈Z

√
π

α
e−

π2x2

α

On pose alors s = π
α et on obtient :

+∞∑
n=−∞

e−πn
2s = 1√

s

+∞∑
n=−∞

e−π
k2

s

Complément : Calcul de l'intégrale de Gauss

3


