Théoréme de Riesz-Fischer

Manon Ruffini

Théoréme 1 (Riesz-Fischer)

Soit Q un ouvert de R?; soit p € [1, 00].
Alors : LP(2) est un espace de Banach.

Preuve : Pour montrer qu'un espace E est un espace de Banach, on prend une suite de Cauchy & valeurs
dans E et on montre qu’elle converge.
—Casl:p=oc0

Soit (fn)nen une suite de Cauchy dans L>°(Q).

T =

Vk € N*, 3N, € N,Vm,n > N, || fm — foll peo <
C’est-a-dire : Vk € N* 3E}, négligeable tel que :
1
Vm,n > Ny, Vr & E, |.fm( ) fn( )| Sk

Soit B = (Jen» Ex- L’ensemble E est négligeable (union dénombrables d’ensembles négligeables) et

(1)

w\f—‘

Ve & E,Vk € N*, 3N, € N,Vm,n > Ni, |fm(x) — fo(2)] <

Ainsi, Vo € E, (fn(x)), est une suite de Cauchy dans R, qui est complet. Soit f(z) sa limite. La
fonction f est donc définie presque partout.

Montrons que f € L>®(9) et f,, — f dans L.
Par passage & la limite dans (1), on obtient :

1
Ve & E.Vk € N*, 3N, € N,Vn > Ni, | f(z) — fo(2)] < =

k
Avec k =1 :3N; € N*|[fll;= < 1+ ||fn,|lj- Donc : f € L. (On a maintenant le droit de

considérer ||f — fnll )
Alors : Vk € N*, 3N, € N,Vn 2 N, [|f — fallo < 3, 1. fn — f dans L™

Donc L™ est un espace de Banach.
—Cas2:1<p<
Soit (fn)nen une suite de Cauchy d’éléments de LP.

On va montrer que (f,) admet une sous-suite (f,,)r convergente dans L, vers une limite f. Alors on
aura :
Soit € > 0 :
- EII(O € N7Vk P K()a ||fnk - f”Lp < %
— dNo € N,Vm,n = Ny, ||fm - fn”Lp < %
Alors : Vn > Ny, ||f — full,» <€, d’ot la convergence de (fp)n

De (fn)n on peut extraire une sous-suite (fy, ) telle que :

1

S I pt

En effet, comme (f,,), est de Cauchy, il existe (ny )y suite croissante d’entiers telle que :
1
vmvn 2 Nk, ||fm - anLP g 27]6

On notera fk au lieu de f,, .



Pour tout n € N*, posons :
n
= "fas1 — fil
k=1

Alors : (g, )n est une suite croissante de fonctions de LP (car sommes de fonctions LP), et

n
" A 1
190l o <2ka+1—kaL 227
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Donc, par théoréme de convergence monotone, pour presque tout € LP, g,(x) converge vers une
limite finie notée g(x). La fonction g est définie presque partout, et :

||g||ip:/ |g(:r)\pd9c:/ liminf |g,(2)|Pdz < liminf/ lgn(z)|}dx < 1
X X F X

atou

Donc g € LP.
Soit N C € négligeable tel que : Vo € N, g,(z) = g(z). Soit x ¢ N. On a :

) = fa(@)| < (@) = fnoa (@) 4 oo+ [fara (@) = ful@)] < 1g(2) = gnr(@)] — 0
(z
1,

VYm >n>1,lf

m (T
Donc, Vz & N, (fn
Ona:Vm>n>

))n est une suite de Cauchy dans R, donc elle converge. Soit f(z) sa limite.
|fm(2) — fn(2)] < g(x), donc, par passage & la limite :

¥n < 1LVa & N, |f(z) = fa(2)] < g()
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Enfin, R .

Vo @ N|f(@) — ful@)l < (9(2) = goor(2))? — 0
- Vo & N, |f(z) — fu(2)P < (g(2))? avec g" € L}
Par théoréme de convergence dominée :




