Théoréme de Sophie Germain

Rétérence(s) :
— S. FranciNoU, H. GIANELLA et S.NICOLAS - Orauz X-ENS, algébre 1

Soit p un nombre premier de Sophie Germain ; c’est-a-dire p est impair et ¢ = 2p + 1 est premier.
Théoréme 1

II n’existe pas (r,y,z) € Z3,2yz #0 mod p et aP +yP + 2P =0

1

Par l’absurde, on suppose qu’un tel triplet existe, soit (x,y, z).
uitte & poser ' = £,y = Y et 2/ = £, ou d = pged(x, y, 2), on peut supposer que x,y et z sont premiers entre
d d d 8
eux.
Etape 1

Les entiers x,y et z sont premiers entre eux deux a deux.

Par I’absurde : Soit py un facteur premier de pged(z,y). Alors :
pola? +yP = 2P

Comme pg est premier, nécessairement pg|z et pged(z,y, z) > 1, ce qui est impossible d’aprés ce qui préceéde.

Etape 2

Lemme : Soient u,v € Z tels que u Av =1 et il existe w € Z tel que uwv = w¥, avec k > 2. Alors

Ja,feZ,u=a" et v=p"

On écrit : u= [[p*;v= [[p’;w= []p". Pour tout p € P,on a: a,+ B, =, et a3, = 0, puisque
pEP pEP pEP
u et v sont premiers entre eux.

Ainsi, pour tout p, k | o, et k| 5,. Ainsi, u et v sont des puissances k-iémes.

Etape 3
p—1
I existe (a,a) € 2%,y +z=aP et Y (—2)P 17 Fyk = P
k=0
p—1
Ici, on a (y + 2) (Z (z)plkyk) =yP + 2P = (—x)P.
k=0
p—1
Par I’absurde, supposons que (y + 2) A (Z (z)plkyk) # 1. Soit p’ un co-diviseur premier.
k=0
p—1
Alors p'?|("z)P donc p'|z. Or, y = —z [p'] donc > (—2)P~1=*yk = pyP~1 = 0 [p/]. Ainsi, p’|pyP~ L.

k=0
Cas 1: p'|p donc p’ = p et p|z, ce qui est impossible.
Cas 2 : p'lyP~! donc p'|y donc x Ay # 1, ce qui est impossible.
p—1
Ainsi, on peut appliquer le lemme et on obtient : Il existe (a,a) € Z%,y + 2z =aP et > (—=2)
k=0

p—l—k:yk = aP.

De méme, il existe b,c € Z telsque z+y=cP et x + 2z =1

1. C’est une résolution partielle du grand théoréme de Fermat



Etape 4
Soit m € Z, q |/m, alors mP = £1 [q].

Par le petit théoréme de Fermat, on a m?~! =1 [q], i.e. m?*? = (mP)? =1 [g]. Comme ¢ est premier, F, est
un corps et m? = +1 [qg] 2
Par ’absurde, supposons que ¢ /x,y,z. Alors aP, 2P, 2P = +1[q]; donc 2P + y? 4+ 2P = £1,43 [¢] ce qui est
impossible car ¢ > 5.
Par exemple, on peut donc supposer que g|x (et donc ¢ [y, z car x,y, z sont premiers entre eux).

Etape 5

Conclusion

Ona:P+c?—aP=x+y+z+z—y—z=22=0[q.
De plus y = ¢P — x = ¢P [g] mais ¢ Jy donc ¢ Je. De la méme fagon, on montre que ¢ fz et donc ¢ fb.
Par ailleurs, on a, d’aprés ce qui précéde y, z = +1 [g]. Ainsi, a? = —2,0 ou 2 [g]. Or, a? = —1,0 ou 1 [¢], donc

a? =0[gety+2=0

p—1
On adonc:y=—z|q], et a? = > (—2)P 17 Fyk = pyP~1 = p(—1)P~! = p [q] puisque y = +1 [q] et p impair.

Or, o’ =0,£1 [¢] : on a une Contradiction. Ainsi, on a bien montré :
Il n’existe pas (x,y,2) € Z3,zyz2 20 mod p et 2P +yP + 2P =0

2. Le polynéme X2 — 1 € F4[X] admet au plus deux racines car il est de degré 2 sur un corps. Or £1 sont racines.



