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Soit p un nombre premier de Sophie Germain ; c'est-à-dire p est impair et q = 2p+ 1 est premier.

Théorème 1

Il n'existe pas (x, y, z) ∈ Z3, xyz 6≡ 0 mod p et xp + yp + zp = 0
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Par l'absurde, on suppose qu'un tel triplet existe, soit (x, y, z).
Quitte à poser x′ = x

d , y
′ = y

d et z′ = z
d , où d = pgcd(x, y, z), on peut supposer que x, y et z sont premiers entre

eux.

Étape 1

Les entiers x,y et z sont premiers entre eux deux à deux.

Par l'absurde : Soit p0 un facteur premier de pgcd(x, y). Alors :

p0|xp + yp = −zp

Comme p0 est premier, nécessairement p0|z et pgcd(x, y, z) > 1, ce qui est impossible d'après ce qui précède.

Étape 2

Lemme : Soient u, v ∈ Z tels que u ∧ v = 1 et il existe w ∈ Z tel que uv = wk, avec k > 2. Alors

∃α, β ∈ Z, u = αk et v = βk

On écrit : u =
∏
p∈P

pαp ; v =
∏
p∈P

pβp ; w =
∏
p∈P

pγp . Pour tout p ∈ P, on a : αp + βp = γp et αpβp = 0, puisque

u et v sont premiers entre eux.
Ainsi, pour tout p, k | αp et k | βp. Ainsi, u et v sont des puissances k-ièmes.

Étape 3

Il existe (a, α) ∈ Z2, y + z = ap et
p−1∑
k=0

(−z)p−1−kyk = αp

Ici, on a (y + z)

(
p−1∑
k=0

(−z)p−1−kyk
)

= yp + zp = (−x)p.

Par l'absurde, supposons que (y + z) ∧
(
p−1∑
k=0

(−z)p−1−kyk
)
6= 1. Soit p′ un co-diviseur premier.

Alors p′2|(′x)p donc p′|x. Or, y ≡ −z [p′] donc
p−1∑
k=0

(−z)p−1−kyk ≡ pyp−1 ≡ 0 [p′]. Ainsi, p′|pyp−1.

Cas 1 : p′|p donc p′ = p et p|x, ce qui est impossible.
Cas 2 : p′|yp−1 donc p′|y donc x ∧ y 6= 1, ce qui est impossible.

Ainsi, on peut appliquer le lemme et on obtient : Il existe (a, α) ∈ Z2, y + z = ap et
p−1∑
k=0

(−z)p−1−kyk = αp.

De même, il existe b, c ∈ Z tels que x+ y = cp et x+ z = bp

1. C'est une résolution partielle du grand théorème de Fermat
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Étape 4

Soit m ∈ Z, q 6| m, alors mp ≡ ±1 [q].

Par le petit théorème de Fermat, on a mq−1 ≡ 1 [q], i.e. m2p ≡ (mp)2 ≡ 1 [q]. Comme q est premier, Fq est
un corps et mp ≡ ±1 [q] 2

Par l'absurde, supposons que q 6 |x, y, z. Alors xp, xp, zp ≡ ±1[q] ; donc xp + yp + zp ≡ ±1,±3 [q] ce qui est
impossible car q > 5.
Par exemple, on peut donc supposer que q|x (et donc q 6 |y, z car x, y, z sont premiers entre eux).

Étape 5

Conclusion

On a : bp + cp − ap = x+ y + x+ z − y − z = 2x ≡ 0 [q].
De plus y = cp − x ≡ cp [q] mais q 6 |y donc q 6 |c. De la même façon, on montre que q 6 |z et donc q 6 |b.
Par ailleurs, on a, d'après ce qui précède y, z ≡ ±1 [q]. Ainsi, ap ≡ −2, 0 ou 2 [q]. Or, ap ≡ −1, 0 ou 1 [q], donc

ap ≡ 0 [q] et y + z = 0

On a donc : y ≡ −z [q], et αp =
p−1∑
k=0

(−z)p−1−kyk ≡ pyp−1 ≡ p(−1)p−1 ≡ p [q] puisque y ≡ ±1 [q] et p impair.

Or, αp ≡ 0,±1 [q] : on a une Contradiction. Ainsi, on a bien montré :
Il n'existe pas (x, y, z) ∈ Z3, xyz 6≡ 0 mod p et xp + yp + zp = 0

2. Le polynôme X2 − 1 ∈ Fq [X] admet au plus deux racines car il est de degré 2 sur un corps. Or ±1 sont racines.
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