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Théoréme 1
Soit I un segment de R. Soit f : I — I une fonction continue. S’il existe un point 3-périodique, alors : Pour
tout n € N*, il existe un point n-périodique.

Etape 1
Soit K un segment de f(I). Alors, il existe un segment L C I tel que K = f(L).

On pose K = [, 8]. Comme K C f(I), on a: Ja,b € I, tels que f(a) = a et f(b) = f.

— Sia =g, alors L = {a} convient.

- Sia<b:
Soit A = {z € [a,b], f(x) = B}. Comme b € A, A est un fermé non-vide minoré par a. Ainsi, I’ensemble
A admet un minimum, soit v. On a : f(v) = 5 et Vt € [a,v], f(t) < 8, d’aprés le théoréme des valeurs
intermédiaires.
Soit B = {z € [a,v[, f(x) = a}. L’ensemble B est un fermé non-vide majoré par b. Soit v = max B. Alors
f(u) = a et Vt €lu,v[, f(t) > a.
Finalement :

u<wet f([u,v]) = [o, 5]

Le segment L = [u, v] convient.
— Cas a > b : symétrique.
(On considére u = max{z € [b,a], f(z) = B} et v = min{z € [u,a], f(z) = a})
Etape 2

Supposons qu’il existe Iy, ...I,_1 n segments inclus dans I tels que :

Ip C f(In_l) et Vk € [|O,n - 2|],Ik+1 C f(]k)

Alors : La fonction f™ admet un point fixe zq tel que Vk € [|0,n — 1|], f*¥(xo) € I,

On notera Iy — I — --- — I,,_1 une telle suite de segments.

— Comme I C f(lp), il existe un segment J; C Iy tel que f(J;) =11

— Ainsi : I, C f(I;) C f?(I;) donc il existe un segment Jo C J; tel que f?(Jo) = Is.

— Ainsi, par récurrence, on construit J, 1 C J,_o C --- C J; C Iy suite de segments tels que : Vk €

(10,7 — 1], f*(Jk) = Ix

— Enfin, Iy C f(I,-1) C f™(J,—1) donc il existe un segment J,, C J,_1 tel que f*(J,) = Iy
Comme J, C f*(J,),320 € Jn, f"(20) = x0. Puis, par construction des Jy, Yk € [|0,n|], f¥(x¢) € I (car
Vk,xg € J, C Ji et fk(Jk) = Ik)

Etape 3

Preuve du théoréme

Soit @ € I un point 3-périodique. Soient b = f(a) et ¢ = f?>(a);b#aet c#a; b #c.
Les points b et ¢ sont aussi 3-périodiques. Donc, on peut supposer a = min{a, b, c}
—Casl:a<b<ec
Soit Iy = [a, b]; soit I; = [b,c]. Comme f(a) =bet f(b) =c¢, Iy C Iy, c’est-a-dire : Iy — .
De la méme facon, on obtient Iy — I et I; — I4.

On a: I; — I donc f admet un point fixe z; dans I;.

Ona: I — Iy — I, donc 3xq € I tel que : f2(x2) = vo. Comme x5 # b, x5 ¢ I; donc f(x2) # 2 car
f((ﬂg) cl



Soit n > 4. On considére la suite Iy - [; - I; — -+ — I — Iy (n — 1 fois I1).
Alors : il existe z,, € Iy, f*(x,) = =, et Vk < n, f*(z,) € . Si x, = b, on aurait f2(b) =a & I, :
CONTRADICTION.
Donc z,, € Iy donc Vk < n, f*(x,) € I, donc f*(x,) # =,

— Cas a < ¢ < b : On raisonne de la méme maniére.
Finalement :

Vn > 1, f admet un point n périodique.



