Sous-groupes compacts de GL,(R)
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Référence :

— MICHEL ALESSANDRI - Thémes de géométrie
Théoréme 1
Soit V' un R-espace vectoriel de dimension finie. Soit K un convexe compact non-vide de V. Soit G un
sous-groupe compact de GL(V) tel que :

Vue G u(K) C K

Alors :
Jr € K,Vu € G,u(r) =z

Corollaire 1

Soit G un sous-groupe compact de GL,(R). Alors il existe q une forme quadratique définie positive sur R™
telle que G C O(q)

Etape 1

Soit N une norme euclidienne sur V. Pour tout x € V, soit v(z) := maé(N(u(x)). Alors : v définit une norme
ue

G-invariante sur G.

— Le groupe G est compact, donc Va € V,{u(z),u € G} est compact, donc v est bien définie.

- Vo e V,Vu € G,v(zr) = v(u(x)) car L
w — wou

— La fonction v est & valeurs dans R4, car NV lest.
Ve eV, siv(z) =0, alors : N(z) =0 et donc z = 0.

Comme Yu € G, u est linéaire et N est une norme, on a :

est une bijection, Yw € G.

Vo € V,YA € R,v(Ax) = |Av(z)
Soient x,y € V, il existe un uy € G, v(x +y) = N(ug(z +y)). Donc :
v(z +y) < N(uo(x)) + N(uo(y)) < v(x) +v(y)

Par ailleurs, si v(z + y) = v(z) + v(y), alors ug(z) et ug(y) sont positivement liés et x et y sont
positivement liés (car ug est une bijection).
Ainsi, v est une norme G-invariante sur V.

Etape 2

Preuve du théoréme

La norme v est continue sur le compact K ; donc il existe un a € K tel que v(a) soit minimale sur K.
Soit u € G, alors v(u(a)) = v(a) (car v est G-invariante).
Or, v est convexe donc ses ensembles de niveaux sont convexes, donc

u(a) +a

v( 5 ) =wv(a) d’ou v(u(a) + a) = v(u(a)) + v(a)

On est dans le cas d’égalité dans I'inégalité triangulaire :
I\ > 0,u(a) = Aa. Mais v(u(a)) = v(a) donc
- A=1lie ufa)=a

1. Remarque : Ce résultat peut étre démontré & partir du théoréme de John-Loewner.



- ula) =a=0
Donc
Yu € G,u(a) =a

Etape 3

Preuve du corollaire

On munit G d’une nouvelle structure de groupe (G,0), avec :
VA, B € G,A00B = BA
Soit P (G,0) — GL(S.(R))
A — S—'ASA

— La fonction p est bien définie car VA € G, p(A) € L(S,(R)) est inversible (p(4)~ = p(A~1)).
— p est un morphisme de groupes :

. Alors :

p(BOA)(S) = p(AB)(S) = '(AB)S(AB) = 'B' ASAB = p(B) o p(A)(S)

— pest continue : p =bo A, avec :

. 2
b: /\(/ZL(E; : SS,TiﬂtEqRS)')B est continue car bilinéaire en dimension finie
A:| Mp(R) — M,(R)?

est continue car linéaire en dimension finie.

A — (A A)
Ainsi, p(G) est un sous-groupe (p morphisme et G groupe) compact (p continue et G compact) de GL(S,,(R)).

Soit H := {*MM, M € G}; Soit K = C(H) I’enveloppe convexe de H.
Comme G est compact, H l’est, puis K ’est aussi par le théoréme de Carathéodory. De plus, comme G C GL,(R),
ona H C §T(R), avec S;F(R) qui est convexe, d'ot : K C S (R). Enfin :

VA e GYM € G, p(A)(\MM) ='A*'MMA =" (MA)(MA) e H
Donc H est stable par p(A), donc K aussi (par linéarité).
On peut donc appliquer le théoréme :

IS e K,VA€ G, S =p(A)(S) = 'ASA

Comme K € ST (R), G C O(qs), ou gs : x — ‘xSz est une forme quadratique définie positive sur R™.



