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Théorème 1

Soit f : [0, 1]→ C continue ; soit ω son module de continuité (i.e. ω : h ∈ [0, 1] 7→ sup{|f(u)−f(v)| : |u−v| 6
h}).
Pour n > 1, on dé�nit le n-ème polynôme de Bernstein de f :

Bn(f, x) = Bn(x) =

n∑
k=0

(
n

k

)
xk(1− x)n−kf

(
k

n

)
Alors :

1. La suite (Bn)n converge uniformément vers f sur [0, 1] et on a même :

∃C ∈ R,∀n ∈ N∗, ‖f −Bn‖∞ 6 Cω

(
1√
n

)
2. Il existe une fonction f lipschitzienne telle que ‖f −Bn‖∞ > δω

(
1
n

)
Étape 1

Soit (Xn)n∈N une suite de variables iid suivant la loi de Bernoulli b(x), avec x ∈ [0, 1]. Soit Sn =
k∑
i=1

Xk.

Alors, Sn suit la loi binômiale B(n, x) et

E

[
f

(
Sn
n

)]
=

n∑
k=0

xk(1− x)n−kf
(
k

n

)
= Bn(x)

Intuitivement, par la loi des grands nombres, Bn(x) = E
[
f
(
Sn

n

)]
−→
n→∞

E(f(x)) = f(x).

Étape 2

Soit h ∈ [0, 1], Soit λ ∈ [0, 1] tel que λh ∈ [0, 1]. Alors : ω(λh) = (λ+ 1)ω(h)

Montrons que ω est sous additive :

Soient δ, ε > 0. Soit
F : Aδ+ε −→ R

(x, y) 7−→ |f(x)− f(y)| , où Aδ+ε = {(x, y) ∈ [0, 1], |x+ y| 6 δ + ε}.

La fonction F est continue sur le compact Aδ+ε donc

∃(x0, y0) ∈ Aδ+ε, ω(δ + ε) = |f(x0)− f(y0)|

Soit z ∈ [0, 1] tel que |x0 − z| 6 δ et |y0 − z| 6 ε. Alors :

ω(δ + ε) 6 |f(x0)− f(z)|+ |f(y0)− f(z)| 6 ω(δ) + ω(ε)

Ainsi, par une récurrence immédiate, on obtient : ∀N ∈ N tel que Nh 6 1, ω(Nh) 6 Nω(h). Donc

ω(λh) 6 ω ((bλc+ 1)h) 6 (bλc+ 1)ω(h) 6 (λ+ 1)ω(h)

Étape 3

Montrons (1.)

1



Soit n ∈ N∗. D'après l'inégalité précédente : ω
(∣∣x− Sn

n

∣∣) 6 (√n ∣∣x− Sn

n

∣∣+ 1
)
ω
(

1√
n

)
. Donc

|f(x)−Bn(x)| 6 E

[∣∣∣∣f(x)− f (Snn
)∣∣∣∣] 6 E

[
ω

(∣∣∣∣x− Sn
n

∣∣∣∣)]
6 E

[√
n

∣∣∣∣x− Sn
n

∣∣∣∣+ 1

]
ω

(
1√
n

)
6

(√
n

∥∥∥∥x− Sn
n

∥∥∥∥
1

+ 1

)
ω

(
1√
n

)
6

Hölder

(√
n

∥∥∥∥x− Sn
n

∥∥∥∥
2

+ 1

)
ω

(
1√
n

)
Mais ∥∥∥∥x− Sn

n

∥∥∥∥2
2

= E

[(
x− Sn

n

)2
]
= Var

(
x− Sn

n

)
− E

[
x− Sn

n

]2
=0 parce que E[Sn]=nx

=
Var(Sn)

n2
=
nx(1− x)

n2
=
x(1− x)

n

Ainsi,

|f(x)−Bn(x)| 6
(√

x(1− x) + 1
)
ω

(
1√
n

)
6

3

2
ω

(
1√
n

)
Ainsi, on a le résultat.

Étape 4

Montrons (2.)

Soit f : x 7→
∣∣x− 1

2

∣∣. Alors,
ω(h) = sup

{∣∣∣∣∣∣∣∣x− 1

2

∣∣∣∣+ ∣∣∣∣y − 1

2

∣∣∣∣∣∣∣∣ , |x− y| 6 h

}
6 sup {|x− y| , |x− y| 6 h} = h

On prend ici des variables aléatoires (Xn)n iid de loi b
(
1
2

)
. Alors, on a :

‖f −Bn‖∞ >

∣∣∣∣f (1

2

)
−Bn

(
1

2

)∣∣∣∣ = Bn

(
1

2

)
= E

[
f

(
Sn
n

)]
= E

[∣∣∣∣Snn − 1

2

∣∣∣∣] = 1

2n
E [|2Sn − n|]

=
1

2n
E [|ε1 + · · ·+ εn|]

où les εj = 2Xj − 1 sont iid et valent 1 ou −1 avec probabilité 1
2 (variables aléatoires de Radmacher).

On pose Y =
∏n
j=1

(
1 + i√

n
εj

)
; presque sûrement, on a :

|Y | =
n∏
j=1

√
1 +

ε2j
n

=

n∏
j=1

√
1 +

1

n
6

n∏
j=1

e
n
2 = exp

1

2

n∑
j=1

1

n

 =
√
e

Et, pour tout j ∈ [|1, n|], par indépendance :

E(εjY ) = E

εj (1 + i√
n
εj

)∏
k 6=j

(
1 +

i√
n
εk

)
=

(
E[εj ] +

i√
n
E[ε2j ]

)∏
k 6=j

E

(
1 +

i√
n
εk

)
=

i√
n

Ainsi, on a : ∣∣∣∣∣∣E
 n∑
j=1

εjY

∣∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣
n∑
i=1

E(εjY )

∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣∣
n∑
j=1

i√
n

∣∣∣∣∣∣ = √n
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Or, ∣∣∣∣∣∣E
 n∑
j=1

εjY

∣∣∣∣∣∣ 6 E

∣∣∣∣∣∣
n∑
j=1

εj

∣∣∣∣∣∣ |Y |
 6
√
eE

∣∣∣∣∣∣
n∑
j=1

εj

∣∣∣∣∣∣


Donc E[|ε1 + · · ·+ εn|] >
√

n
e et �nalement :

‖f −Bn‖∞ >
1

2n

√
n

e
=

1

2
√
e

1√
n
>

1

2
√
e
ω

(
1√
n

)

Complément

En fait, on a redémontré dans un cas particulier l'inégalité de Khintchine :

Théorème 2

Soient ε1, . . . , εn des variables aléatoires iid de Radmacher (= ±1 avec probabilité 1
2 ). Soit f une combinaison

linéaire des εi, alors :
‖f‖1 6 ‖f‖2 6

√
e ‖f‖1
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