Théoreme de Weierstrass par les polynémes de Bernstein

Rétérence(s) :
— H. QUEFFELEC et C. ZUIILY - Analyse pour ’agrégation
Théoréme 1

Soit f : [0,1] — C continue; soit w son module de continuité (i.e.w : h € [0,1] — sup{|f(u)— f(v)|: |[u—v| <
h}).

Pour n > 1, on définit le n-éme polynoéme de Bernstein de f :

n

w12

k=0
Alors :

1. La suite (B,)n converge uniformément vers f sur [0,1] et on a méme :

50 € Rovi e 0 17 = Bl < Co (1)

2. 1l existe une fonction f lipschitzienne telle que || f — By ||, = dw (L)

Etape 1

k
Soit (X,,)nen une suite de variables iid suivant la loi de Bernoulli b(x), avec z € [0,1]. Soit S,, = >_ X.
i=1

Alors, S, suit la loi binoémiale B(n, x) et

(3] g -ors () -

Intuitivement, par la loi des grands nombres, B, (z) = E [f (22)] — E(f(z)) = f().

Etape 2

Soit h € [0,1], Soit A € [0,1] tel que Ah € [0,1]. Alors : w(Ah) = (A + 1)w(h)

Montrons que w est sous additive :
F:| As e — R
N , 00 Asie = {(z,y) € [0,1], |z +y| < I +¢€}.
(y) — 1f@) = gy > O A Tt ALy y
La fonction F' est continue sur le compact As. donc

Soient 4, > 0. Soit

(w0, 90) € Aste,w(6+ ) = [f(x0) — f(w0)]
Soit z € [0,1] tel que |zg — 2| < J et |yo — 2| < e. Alors :
w(@ +e) <[f(zo) = f(2)[ + [f(yo) — f(2)] S w(f) +w(e)
Ainsi, par une récurrence immeédiate, on obtient : VN € N tel que Nh < 1,w(Nh) < Nw(h). Donc
W) <@ (A +1) k) < (1A + D w(h) < A+ (k)

Etape 3
Montrons (1.)




Soit n € N*. D’apreés I'inégalité précédente : w (|x - ﬁ|) < (\/ﬁ |:E — %| + 1) w (i) Donc

n

[E{w(‘xsn
n

N

|f(2) = Ba(@)| < E Hf@) -/ (S> H

n
n 1 n 1
g[E[\/H r— — —I—l}w() < (\/ﬁ r— — —l—l)w()
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Mais
2 2 2
x—& = l(m—sn> :Var(x—sn)— [E{x—sn}
n ||, n n n
=0 parce que E[S,]=nz
~ Var(S,) nzx(l-z) x(1-=x)
o2 n? N n
Ainsi,

Ainsi, on a le résultat.
Etape 4
Montrons (2.)

Soit f:x— |ac— %| Alors,

2

1 1
w(h):sup{ :E—’—i—‘y—Q ,|x—y|<h}<sup{|x—y|,|x—y|<h}:h

On prend ici des variables aléatoires (X,,), iid de loi b (%) Alors, on a :

7= Bl |7 (5) =52 (5)| =2 (5) =€ 7 (3))

S, 1 1
=E||22 - 2|| = —E[]29, —
{n 2H 2n H Sn n|]

oil les €; = 2X; — 1 sont iid et valent 1 ou —1 avec probabilité % (variables aléatoires de Radmacher).

On pose Y = []}_, (1 + ﬁ@j) : presque srement, on a :
n

2 n n n
v =]] l—l—%:H\/l-i-%éHe%:exp % % =e

Jj=1 Jj=1 Jj=1 Jj=1

Et, pour tout j € [|1,n|], par indépendance :

E(e;Y) =E (¢ (1 + \/iﬁe]) H (1 + \/%ek>

- <[E[5j] + \/ZE[E[E?]) ;;[j[E (1 + \;ﬁak) = ﬁ

Ainsi, on a :




E Xn:é‘jy < E zn:fj |Y| < \/E[E ié‘j
j=1 j=1

j=1

Donc Efle; + -+ +e,]] = /2 et finalement :

f-Ball. > =t Lo 1 (L
*Zm\e T 2/evn” 2 \Vn

Complément

En fait, on a redémontré dans un cas particulier I'inégalité de Khintchine :

Théoréme 2

Soient 1, . .., &, des variables aléatoires iid de Radmacher (= 1 avec probabilité %) Soit f une combinaison
linéaire des ¢;, alors :

£l < £l < Vellflly




