Théoréme 1. Pour d > 3, la marche aléatoire (X,,)nen, définie par récurrence par Xo = 0 et X,,11 =
Xpn + &nt1, avec les & iid de loi uniforme sur {+ey,...,+eq}, est transiente.

Démonstration. Plagons nous maintenant dans le cas ot d > 3. Rappelons que les 6,, sont i.i.d et notons
¢ leur fonction caractéristique ¢ : R? — C telle que pour tout vecteur t = (t1,...,t,) :

p(t) = E[exp (i(t, 01))] = Cll(COS(tl) + -+ cos(ta))-

ETAPE 1 : UNE PREMIERE IDENTITE. On va prouver que :
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Soit = (x1,...,74) € Z%. On note :

Ii(z) = (271r)d/[_,r7w]d exp (i{x, t))dt.

On vérifie grace au théoréme de Fubini que I;(z) = H;l:l Ii(z;). Il s’ensuit que Ig(xz) = 1si ¢ = 0q et
I;(z) = 0 sinon. En effet, supposons par exemple que x; # 0, alors 1 (x1) = sin(z7)/z1m = 0 car x; € Z.
Soit ¢y, : R? — C la fonction caractéristique de X,,. Par le théoréme de Fubini, et ce qui précéde, on
montre trés simplement qu’alors :

1
7d/ (pxndt =E [Id(Xn)] = P(Xn = Od)
(271—) [—m,m]d
Ensuite, étant donné que X,, = 6; 4+ - -- + 0, et que par hypothése les ; sont i.i.d., on en déduit alors
que ¢x, = H?:I g, = @(t)". Par une permutation série-intégrale légitime puisqu’on intégre sur le
d

compact [—m, 7w]% une fonction continue, il vient :
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Enfin, le fait que pour presque tout ¢ € R, |o(¢)?| < 1 permet de conclure que :
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1 dt
P(Xop = 0) = —— 4
2 P =0) = 1553 /[ﬂ,ﬂdl—w)?

ETAPE 2 : FINITUDE DE L'INTEGRALE EN QUESTION. Les points oti la fonction ¢ + 1 — ((t)? s’annule
sont Oy et les (17, ...,eqm) ol les €; valent 1 ou —1.

Il s’agit donc de montrer que la fonction question admet des limites finies en chacun de ces points.

Un développement limté & l'ordre 2 en 0y de ¢ donne que (t) = 1 — [|t]|?/2d + o(||t]|*) et alors

ﬁ T t(flz' La fonction de I’équivalent est localement intégrable au voisinage de 0. Pour le
—Uq

voir, considérons une boule ouverte centrée en 0 de rayon € > 0, et faisons un changement de variable
sphérique t = rav ot 7 > 0 et o € S¥~! la sphére unité de R%. Le changement de variable sphérique fait
apparaitre une expression réguliére en des fonctions cosinus et sinus. Cette expression étant continue sur
le compact S¢~! elle est majorée par une constante C; qui ne dépend que de d. On note ensuite Cy la
constante valant le produit entre C; et I'intégrale sur la sphére S%—1. Alors :
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Or lorsque d > 3 cette intégrale est convergente. Le raisonnement est le méme pour les points (7, ..., )
et (—m,...,—m). Finalement, la transience de la chaine se déduit des deux étapes précédentes car alors :
) +oo
D P(X, =04) =Y P(Xap = 0q) < +00.
= k=0



