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Polygones réguliers constructibles

Théorème 1 (Gauss-Wantzel). Soit p un nombre premier impair. Soit α ∈ N∗. L’angle 2π
pα est constructible si et

seulement si α = 1 et p = 1 + 22β
.

Démonstration. ⇒ Notons ω = exp
(

2iπ
q

)
avec q = pα. Par le théorème de Wantzel, puisque cos

(
2π
q

)
est construc-

tible, il existe un entier m tel que : [
Q

(
cos

2π

q

)
: Q

]
= 2m.

De plus, φq étant le polynôme minimal de ω, [Q (ω) : Q] = deg φq = pα−1(p− 1). D’autre part, on a aussi :

ω2 − 2ω cos
2π

q
+ 1 = 0 donc

[
Q(ω) : Q

(
cos

2π

q

)]
= 2.

Par multiplicativité, il vient pα−1(p− 1) = 2m+1. Puisque p est premier impair, α = 1. Écrivons m + 1 = λ2β avec λ

impair, de sorte que p = 1 + 2λ2β
.

Xλ + 1 = (X + 1)
λ−1

∑
k=0

(−1)kXλ−1−k donc X + 1|Xλ + 1.

En particulier, 1 + 22β |p, ce qui entraîne p = 1 + 22β
.

⇐ Notons n = 2β, p = 1 + 2n et ω = exp
(

2iπ
q

)
. Toujours : [Q(ω) : Q] = p− 1. Soit G = AutQQ(ω).

Un élément g ∈ G est entièrement déterminé par g(ω). L’un des deux arguments suivants donne g(ω) ∈ {ω, . . . , ωp−1} :
— soit 1 = g(ωp) = g(ω)p et g(ω) 6= 1 car g est injectif, donc g(ω) ∈ {ω, . . . , ωp−1}.
— soit 0 = g(φp(ω)) = φp (g(ω)) donc g(ω) ∈ {ω, . . . , ωp−1}.

Ainsi, le groupe G se réécrit :

G =
{

gk : ω 7→ ωk, k ∈ {1, . . . , n}
}
'
(
Fp
)×

= Z/(p− 1)Z.

Soit G générateur de G. Posons Ki = {x ∈ Q(ω), g2i
(x) = x}, qui définit une famille croissante de sous-corps de

Q(ω). Par définition d’un générateur,
(

gk(ω)
)

0≤k≤p−2
forme une Q-base de Q(ω).

Lemme 2. La famille de sous-corps construite ci-dessus vérifie : K0 = Q et pour tout i ∈ {0, . . . , n− 1}, Ki 6= Ki+1.

Démonstration. Soit z =
p−2
∑

k=0
λkgk(ω) ∈ K0.

g(z) =
p−2

∑
k=0

λkgk+1(ω) = λp−2w +
p−2

∑
k=1

λk−1gk(ω).

Donc tous les scalaires λk sont égaux, ce qui donne z = −λ0 ∈ Q. Ainsi K0 = Q.

Montrons que z =
2n−i−1

∑
k=0

gk2i
(ω) ∈ Ki\Ki−1. En exploitant encore l’unicité de la décomposition dans la Q-base :

g2i−1
(z) =

2n−i−1

∑
k=0

gk2i+2i−1
(ω) 6= z et g2i

(z) =
2n−i−1

∑
k=0

g(k+1)2i
(ω) = ω +

2n−i−1

∑
k=1

gk2i
(ω) = z.

Or par multiplicativité :

2n = [Q(ω) : Q] =
n−1

∏
i=0

[Ki+1 : Ki] ≥ 2n donc [Ki+1 : Ki] = 2.

Par théorème de Wantzel, tout x ∈ Q(ω) est constructible, donc cos 2π
q aussi.


