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L'objectif de ce document est de présenter des résultats de convergence pour des champs aléatoires normalisés,
générés par un système de grains aléatoires. La première section expose les di�érentes notions nécessaires à la bonne
compréhension de la suite, ainsi que des outils d'analyse, utiles dans les preuves des sections suivantes. La Section
2 présente le modèle étudié dans [4], et des premiers résultats sur le champ aléatoire considéré. Les deux dernières
sections contiennent les résultats principaux de l'article : la Section 3 présente les théorèmes de convergence et la
dernière partie propose quelques propriétés des champs limites obtenus.



1 Outils pour l'étude

Cette section présente des notions nécessaires à la compréhension des parties suivantes. On se réfèrera aux ouvrages
de la bibliographie pour plus de détails. Les trois premières sous-sections sont inspirées de [2], [3] et [5].

1.1 Mesure aléatoire - Bruit blanc gaussien

Soit (Ω,F ,P) un espace probabilisé. Soit (E,A, µ) un espace mesuré. On prendra souvent E = Rd et A = B(Rd).

Dé�nition 1.1 (Mesure aléatoire). Une mesure aléatoire sur (E,A) est une application ξ : Ω×A → R+ telle que :

(i) pour tout B ∈ A, l'application ξ(·, B) est une variable aléatoire à valeurs dans R+.

(ii) pour presque tout ω ∈ Ω, l'application ξ(ω, ·) est une mesure et si µ(B) <∞, alors ξ(·, B) <∞ presque sûrement.

Notation 1.1. Pour B ∈ A, on note ξB = ξ(·, B). Pour une fonction simple f , on étend cette dé�nition par linéarité.
Si f = c1A1 + · · ·+ cnAn avec ci ≥ 0 et Ai ∈ A pour i ∈ {1, . . . , n}, alors ξf = c1ξA1 = · · ·+ cnξAn. Le théorème de
convergence monotone permet de dé�nir ξf pour f positive, puis pour f intégrable.

Dé�nition 1.2 (Bruit blanc gaussien). Le bruit blanc gaussien W est une mesure aléatoire sur (E,A), telle que :

∀B,C ∈ A, W (B) ∼ N (0, µ(B)) et E [W (B)W (C)] = µ(B ∩ C).

Remarque 1.1. Le bruit blanc peut aussi être dé�ni comme un processus gaussien (XB)B∈A centré de covariance
Cov(XB , XC) = µ(B ∩ C). Lorsqu'il est considéré comme l'application φ 7→ W (φ) dé�nie ci-dessus, le bruit blanc
gaussien est encore appelé fonctionnelle linéaire gaussienne.

1.2 Lois �ni-dimensionnelles et convergence

Dé�nition 1.3. L'ensemble des lois �ni-dimensionnelles d'un processus stochastique (Xt)t∈T est l'ensemble des lois :

{L(Xt1 , . . . , Xtk), t1, . . . , tk ∈ T, k ∈ N∗} .

Notation 1.2 (Convergence lois �ni-dimensionnelles). On dé�nit l'ensemble des mesures signées sur Rd à variation
totale �nie par :

M1 =
{
µ mesure signée | ‖µ‖1 = |µ|(Rd) < +∞

}
.

Les résultats obtenus dans la Section 3 sont des résultats de convergence des lois �ni-dimensionnelles. PourM partie

deM1, on note Xρ
M−−−→
ρ→0

X si :

∀k ∈ N∗, ∀µ1, . . . , µk ∈M, (Xρ(µ1), . . . , Xρ(µk))
L−−−→
ρ→0

(X(µ1), . . . , X(µk)) .

Remarque 1.2 (Cramér-Wold). La remarque suivante sert à caractériser la convergence des lois �ni-dimensionnelles
dans le cas d'opérateurs linéaires (Zρ) et Z :

Zρ
M−−−→
ρ→0

Z ⇐⇒ ∀φ ∈M, Zρ(φ)
L−−−→
ρ→0

Z(φ).

Cela repose sur le fait que la fonction caractéristique d'une variable caractérise sa loi et sur la linéarité des opérateurs.

1.3 Mesure aléatoire de Poisson

Pour un espace mesurable (E,A), souvent (Rd,B(Rd)), on note E∗ l'ensemble :

E∗ =

{∑
i∈I

δxi , I dénombrable, (xi) ∈ EI
}

muni de la tribu engendrée par les applications (πA : m ∈ E∗ 7→ m(A))A∈A, notée A∗.

Dé�nition 1.4. Soit µ une mesure positive, σ-�nie sur (E,A). Une mesure aléatoire de Poisson sur (E,A) d'intensité
µ est une variable aléatoire M à valeurs dans (E∗,A∗), telle que pour toute suite de parties de A disjointes (An)n∈N :

(i) les variables aléatoires (M(An))n∈N sont indépendantes,

(ii) pour tout n ∈ N, la variable aléatoire M(An) suit une loi de Poisson de paramètre µ(An).

Par convention, si X suit une loi de Poisson de paramètre +∞, alors X = +∞ presque sûrement.
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Remarque 1.3. Dans ce qui suit, si A ∈ A, la variable M(A) s'interprète comme un nombre de points placés
uniformément sur A. Pour pouvoir compter ces points, il faut supposer l'intensité µ sans atome. En e�et, si µ({x}) > 0,

P(M({x}) ≥ 2) = 1− e−µ({x}) − µ({x})e−µ({x}) > 0

ce qui signi�e qu'on pourrait tirer plusieurs points (impossibles à distinguer) sur {x}.

Théorème 1.1. Si µ est une mesure σ-�nie, positive et sans atome, alors il existe une mesure aléatoire de Poisson
d'intensité µ.

On peut maintenant dé�nir une notion d'intégrale pour les mesures de Poisson, en posant
∫
E
1A(x)M(dx) = M(A) et

en généralisant cette dé�nition aux fonctions étagées par linéarité. Le résultat suivant explicite des conditions sur f
pour queM(f) =

∫
E
f(x)M(dx) existe, en tant que limite obtenue par convergence monotone, où µ(f) =

∫
E
f(x)µ(dx).

Proposition 1.1. Soit M une mesure aléatoire de Poisson d'intensité µ sur (E,A).

(i) La quantité M(f) existe si et seulement si (|f | ∧ 1) ∈ L1(µ).

(ii) La quantité (M − µ)(f) existe si et seulement si (|f | ∧ f2) ∈ L1(µ).

(iii) Si (|f | ∧ f2) ∈ L1(µ) et (|g| ∧ g2) ∈ L1(µ), alors la covariance entre f et g pour la mesure de Poisson M s'écrit :

E [(M − µ)(f)(M − µ)(g)] =

∫
f(x)g(x)µ(dx). (1)

On dé�nit en�n la fonction caractéristique associée à M(f), utile pour caractériser ensuite les lois limites.

Proposition 1.2. Soit M une mesure aléatoire de Poisson d'intensité µ sur (E,A). Si µ(|f | ∧ 1) <∞, alors :

E [exp(iM(f))] = E
[
exp

(
i

∫
E

f(x)M(dx)

)]
= exp

(∫
E

(
eif(x) − 1

)
µ(dx)

)
.

1.4 Fonctions maximales

Les résultats de cette sous-section sont issus des Sections 7 et 8 de [6]. Dans cette sous-section, C désigne un
ensemble mesurable borné de Rd de mesure |C| = 1.

Dé�nition 1.5. Si φ est localement intégrable, on dé�nit sa fonction moyenne et sa fonction maximale sur C par :

mφ(x, v) =
1

v

∫
x+v1/dC

φ(y) dy et φ∗(x) = sup
v>0

1

v

∫
x+v1/dC

|φ(y)|dy.

Les résultats suivants sont utiles pour donner des majorations intégrables (en vue d'appliquer le théorème de conver-
gence dominée) dans la preuve des théorèmes de convergence.

Lemme 1.1. Si φ ∈ L1, alors mφ(x, v) −−−→
v→0

φ(x) et φ∗(x) <∞ pour presque tout x ∈ Rd.
Si de plus φ ∈ Lp, avec 1 < p ≤ +∞, alors φ∗ ∈ Lp.

Démonstration. Notons B1 la boule unité et posons a > 0 tel que C ⊂ a1/dB1. Si φ ∈ L1, alors presque tout x ∈ Rd

est un point de Lebesgue de φ ([6], Théorème 7.7), donc pour v > 0 :∣∣∣∣1v
∫
x+v1/dC

φ(y) dy − φ(x)

∣∣∣∣ ≤ a

av

∫
x+(av)1/dB

|φ(y)− φ(x)|dy −−−→
v→0

0.

En se ramenant encore à B1, le Théorème 7.4 de [6] assure que |φ∗ > λ| ≤ C/λ pour λ > 0, ce qui donne le résultat.
Le dernier point est détaillé dans [6], Théorème 8.18.

1.5 Théorie de Karamata

Les résultats de cette sous-section sont issus de [1].

Théorème 1.2. Supposons que F , fonction de répartition, est à queue lourde de paramètre γ > 0, c'est-à-dire :

∀a > 0,
F (av)

F (v)
−−−−−→
v→+∞

a−γ

où F = 1− F désigne la queue de la distribution. Si 0 < p < γ < q, alors :∫ +∞

a

vp F (dv) ∼
a→+∞

γ

γ − p
F (a)ap et

∫ a

0

vq F (dv) ∼
a→+∞

γ

q − γ
F (a)aq.
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Corollaire 1.1. En notant Fρ = F
(
·
ρ

)
, si f est une fonction continue sur R+ véri�ant pour 0 < p < γ < q :

lim sup
v→+∞

|f(v)|
vp

< +∞ et lim sup
v→0

|f(v)|
vq

< +∞,

alors lorsque ρ tend vers 0, on a l'équivalent suivant :∫ +∞

0

f(v)Fρ(dv) ∼
ρ→0

F ρ(1)

∫ +∞

0

f(v)γ v−γ−1 dv.

Corollaire 1.2. Soit (fρ) une famille de fonctions continues sur R+. Si pour 0 < p < γ < q :

∀a > 0, lim
ρ→0

sup
v>a

{
v−pF ρ(1)|fρ(v)|

}
= 0 et ∀ρ, v > 0, F ρ(1)|fρ(v)| ≤ cvq,

alors
∫ +∞

0
fρ(v)Fρ(dv) tend vers 0 lorsque ρ tend vers 0.

Remarque 1.4. Le dernier corollaire reste vrai si l'on suppose (de manière symétrique entre p et q) :

∀a > 0, lim
ρ→0

sup
v>a

{
v−qF ρ(1)|fρ(v)|

}
= 0 et ∀ρ, v > 0, F ρ(1)|fρ(v)| ≤ cvp.

2 Modèle poissonien de grains aléatoires

Le modèle qui suit est présenté dans l'article [4]. Soit C un ensemble mesurable borné de Rd de mesure de
Lebesgue |C| = 1, tel que |∂C| = 0. Un grain est un ensemble de la forme x+ v1/dC, donné par un point x ∈ Rd et un
volume v ∈ R∗+. On considère une famille de grains aléatoires (Xj + (ρVj)

1/dC)j∈N∗ , où les points Xj sont distribués
uniformément selon une mesure aléatoire de Poisson sur Rd d'intensité λ > 0 par rapport à la mesure de Lebesgue et
les variables (Vj) sont strictement positives, indépendantes identiquement distribuées à densité avec E(V1) = 1. Pour
étudier la distribution générée par cette famille de grains, on introduit les quantités suivantes :

Jλ,ρ(x) = Card{j ∈ N∗ | x ∈ Xj + (ρVj)
1/dC}

Jλ,ρ(A) =

+∞∑
j=1

|A ∩ (Xj + (ρVj)
1/dC)|.

Ces variables aléatoires s'interprètent comme le nombre de grains recouvrant un point x et la mesure commune entre
un ensemble mesurable A et la famille de grains.

On note F la fonction de répartition de V1 (commune aux variables Vj), et Fρ celle de ρV1, i.e. Fρ = F
(
·
ρ

)
.

En remplaçant la mesure |A∩ · | par une mesure positive φ (pour que la somme ait toujours un sens), la fonction Jλ,ρ
ci-dessus se réécrit comme une fonctionnelle intégrale :

Jλ,ρ(φ) =

+∞∑
j=1

φ
(
Xj + (ρVj)

1/dC
)

=

∫
Rd

∫
R+

φ
(
x+ v1/dC

)
Nλ,ρ(dx,dv), (2)

où Nλ,ρ est une mesure aléatoire de Poisson d'intensité λdxFρ(dv). Les quantités λ et ρ désignent respectivement la
densité moyenne et le volume moyen des grains.
A�n d'étudier la structure linéaire de Jλ,ρ, on l'étend à l'espace de mesures signées à variation totale �nie M1. À
l'aide du théorème de Fubini, on véri�e, en écrivant φ(A) =

∫
A
φ(dx) :∫

Rd

∫
R+

∣∣∣φ(x+ v1/dC
)∣∣∣ λdxFρ(dv) ≤

∫
Rd

∫
R+

∫
x+v1/dC

|φ|(dy)λdxFρ(dv)

≤
∫
Rd

∫
R+

(∫
y−v1/dC

λdx

)
Fρ(dv)|φ|(dy)

≤ λ
∫
Rd
|φ|(dy)

∫
R+

vFρ(dv) = λρ ‖φ‖1 <∞

(3)

ce qui assure la bonne dé�nition de l'intégrale contre la mesure aléatoire de Poisson dans l'équation (2).
L'objectif est d'écrire un résultat de convergence pour une version renormalisée de Jλ,ρ de la forme :

Jλ,ρ − E(Jλ,ρ)

V (λ, ρ)

M−−−−−→
ρ→0

λ→+∞

W

où V (λ, ρ) est une renormalisation assurant la convergence. Cette forme rappelle le théorème central limite.
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Notation 2.1. À une fonction φ ∈ L1, on associe la mesure signée φ̃(dx) = φ(x)dx qui dé�nit un élément deM1. On
identi�era ainsi L1 à son image dansM1 par cette transformation.
Si A est un ensemble mesurable de mesure �nie, on l'identi�e à 1A ∈ L1, de sorte à pouvoir écrire Jλ,ρ(A) ou Jλ,ρ(1A)

indi�éremment (ce qui est en accord avec l'équation (2)).

Lemme 2.1. Notons Br la boule ouverte centrée en 0 de rayon r de Rd. On a l'équivalence :

lim
r→∞

|Cov (Jλ,ρ(B1), Jλ,ρ(Br\B1)) | = +∞ ⇐⇒ E
(
V 2
)

= +∞. (4)

Dans ce cas, Jλ,ρ est dit à dépendance à longue portée.

Démonstration. Posons Ar = Cov (Jλ,ρ(B1), Jλ,ρ(Br\B1)). En utilisant l'équation (1), il vient :

Ar =

∫
Rd

∫
R+

|B1 ∩ (x+ v1/dC)||(Br\B1) ∩ (x+ v1/dC)|λdxFρ(dv).

Or, |(Br\B1)∩ (x+ v1/dC)| −−−−−→
r→+∞

|Bc1 ∩ (x+ v1/dC)| et |B1∩ (x+ v1/dC)| = 0 dès que ‖x‖ > 1 + v1/d sup
y∈C
‖y‖, donc :

A∞ = lim
r→∞

Ar =

∫
Rd

∫
R+

|B1 ∩ (x+ v1/dC)||Bc1 ∩ (x+ v1/dC)|λdxFρ(dv)

par convergence dominée. Le calcul de l'intégrale suivante sera utile pour la �n de la preuve :∫
Rd
|B1 ∩ (x+ v1/dC)|dx =

∫
B1

∫
Rd
1x∈y−v1/dC dxdy = v|B1|.

D'une part, puisque |Bc1 ∩ (x+ v1/dC)| ≤ |x+ v1/dC| = v, on a la majoration :

A∞ ≤
∫
Rd

∫
R+

|B1 ∩ (x+ v1/dC)|v λdxFρ(dv) = λ|B1|
∫
R+

v2 Fρ(dv) = λρ2|B1|E
(
V 2
)
.

D'autre part, en utilisant |Bc1 ∩ (x+ v1/dC)| ≥ v − |B1| ≥ v
2 dès que v ≥ 2|B1|, il vient :

A∞ ≥
∫
Rd

∫
R+

|B1 ∩ (x+ v1/dC)|(v − |B1|)λdxFρ(dv)

≥
∫ 2|B1|

0

∫
Rd
|B1 ∩ (x+ v1/dC)|(v − |B1|)λdxFρ(dv) +

∫ +∞

2|B1|

∫
Rd
|B1 ∩ (x+ v1/dC)|v

2
λdxFρ(dv)

≥ C +
λ|B1|

2
ρ2E

(
V 2
)

où C est une constante, somme de deux intégrales sur [0, 2|B1|]. On en déduit l'encadrement :

C +
λ|B1|

2
ρ2E

(
V 2
)
≤ A∞ ≤ λρ2|B1|E

(
V 2
)
.

D'où l'équivalence souhaitée.

Le lemme suivant résume des propriétés utiles sur la fonction Ψ : u 7→ eiu− 1− iu, qui apparaît lorsque l'on considère
la fonction caractéristique pour la mesure aléatoire de Poisson.

Lemme 2.2. La fonction Ψ ci-dessus véri�e :

∀u, v ∈ R, |Ψ(v)−Ψ(u)| ≤
(

2|v − u| ∧ |v
2 − u2|

2

)
et

∣∣∣∣Ψ(v) +
v2

2

∣∣∣∣ ≤ (v2 ∧ |v|
3

6

)
. (5)

Démonstration. Puisque Ψ(v+ 2nπ)−Ψ(u+ 2nπ) = Ψ(v)−Ψ(u) pour n ∈ N∗, il su�t de véri�er les propriétés pour
u, v positifs. Supposons sans perte de généralité 0 ≤ u ≤ v. On écrit :

|Ψ(v)−Ψ(u)| =
∣∣∣∣∫ v

u

eis − 1 ds

∣∣∣∣ ≤ ∫ v

u

(2 ∧ |s|) ds =

(
2|v − u| ∧ |v

2 − u2|
2

)
étant donné que |eis − 1| = 2

∣∣sin ( s2)∣∣ ≤ 2 ∧ |s|. Pour le second point, on remarque que :∣∣∣∣Ψ(v) +
v2

2

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣i∫ v

0

Ψ(u) du

∣∣∣∣ ≤ ∫ v

0

(
2|u| ∧ |u

2|
2

)
du =

(
v2 ∧ |v|

3

6

)
en prenant u = 0 dans la première relation.
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Dans le cas où le volume V est à variance �nie, on obtient le résultat suivant.

Théorème 2.1. Si V admet un moment d'ordre 2, alors :

Jλ,ρ − E(Jλ,ρ)

ρ
√
λE (V 2)

L1∩L2

−−−−−→
ρ→0

λ→+∞

W (6)

où W est le bruit blanc gaussien centré sur L2 de covariance :

E [W (φ)W (ψ)] =

∫
Rd
φ(x)ψ(x) dx.

Démonstration. Posons b = ρ
√
λE (V 2). Soit φ ∈ L1 ∩ L2. Puisque φ est une fonction, on peut écrire :

φ(x+ v1/dC) =

∫
x+v1/dC

φ(y)dy = vmφ(x, v)

où mφ est la fonction moyenne dé�nie dans la première section. En utilisant la transformée de Fourier pour une mesure
aléatoire de Poisson et en notant Ψ : u 7→ eiu − 1− iu, on écrit :

E
[
exp

(
i
Jλ,ρ(φ)− E(Jλ,ρ(φ))

b

)]
= exp

(∫
Rd

∫
R+

λΨ

(
vmφ(x, v)√
λE (V 2)

)
F (dv)dx

)
. (7)

Avec l'inégalité (5) et la propriété de limite de la fonction moyenne mφ(x, ρv)→ φ(x), on a pour presque tout x :

lim
ρ→0

λ→+∞

λΨ

(
vmφ(x, v)√
λE (V 2)

)
= −v

2φ(x)2

2E (V 2)
,

car Ψ(v) = −v2
2 +O(v3). Si φ∗ désigne la fonction maximale associée à φ, l'équation (5) assure en�n que :∣∣∣∣∣λΨ

(
vmφ(x, v)√
λE (V 2)

)∣∣∣∣∣ ≤ v2φ∗(x)2

2E (V 2)
.

Puisque φ2 ∈ L1, d'après le résultat sur les fonctions maximales, la fonction φ2
∗ est dans L

1, ce qui permet d'appliquer
le théorème de convergence dominée dans l'équation (7) :

lim
ρ→0

λ→+∞

E
[
exp

(
i
Jλ,ρ(φ)− E(Jλ,ρ(φ))

b

)]
= exp

(∫
Rd

∫
R+

−v
2φ(x)2

2E (V 2)
F (dv)dx

)

= exp

(
−1

2

∫
Rd
φ(x)2dx

)
.

Ce calcul détermine la fonction caractéristique de la variable limite par linéarité, et l'on reconnaît la fonction carac-
téristique de W (φ) pour W bruit blanc gaussien sur L2. Le résultat de Cramér-Wold permet de conclure quant à la
convergence des lois �ni-dimensionnelles.

Le cas V ∈ L2 est donc traité, le passage à la limite sur ρ et λ ne nécessitant aucune hypothèse supplémentaire. On
suppose à partir de maintenant que V suit une distribution à queue lourde de paramètre γ ∈]1, 2[. Cela implique en
particulier que V n'admet pas de moment d'ordre 2 �ni (d'après la sous-section sur la théorie de Karamata).
Comme on le verra dans la Section 3, di�érents comportements limites apparaissent selon la limite de λF ρ(1), qui
intervient lorque l'on considère le nombre moyen de grains de rayon supérieur à 1, couvrant l'origine.
Dans le cas où V n'admet pas de moment d'ordre 2, il faudra imposer des conditions supplémentaires aux mesures, ce
qui mène à la dé�nition des espaces suivants.

Dé�nition 2.1. Pour α ∈]0, 1[, on dé�nit l'espaceMα, sous-espace deM1, par :

Mα =

{
φ ∈M1 |

∫
Rd

∫
Rd

|φ|(dx)|φ|(dy)

|x− y|(1−α)d
< +∞

}
.

Proposition 2.1. Les espacesMα sont croissants et contiennent L1 ∩ L2, i.e. si 0 < α < β < 1, alors :

L1 ∩ L2 ⊂Mα ⊂Mβ ⊂M1.
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Démonstration. Notons D = {(x, y) ∈
(
Rd
)2 | |x − y| ≤ 1}. Soient 0 < α < β < 1 et φ ∈ L1 ∩ L2. Puisque φ est une

fonction, on écrit :∫
Rd

∫
Rd

|φ|(dx)|φ|(dy)

|x− y|(1−α)d
=

∫
Rd

∫
Rd

|φ|(x)|φ|(y)

|x− y|(1−α)d
dxdy

=

∫
D

|φ|(x)|φ|(y)

|x− y|(1−α)d
dxdy +

∫
Dc

|φ|(x)|φ|(y)

|x− y|(1−α)d
dxdy

≤
∫
D

|φ|(x)

|x− y|(1−α)d/2

|φ|(y)

|x− y|(1−α)d/2
dxdy +

∫
Dc
|φ|(x)|φ|(y) dxdy

≤
∫
D

φ(x)2

|x− y|(1−α)d
dxdy + ‖φ‖21 ≤ ‖φ‖

2
2

∫
B1

dx

|x|(1−α)d
+ ‖φ‖21

en appliquant l'inégalité de Hölder et le théorème de Fubini.
Si maintenant φ ∈Mα, en particulier φ ∈M1, alors :∫

Rd

∫
Rd

|φ|(dx)|φ|(dy)

|x− y|(1−β)d
≤
∫
D

|φ|(dx)|φ|(dy)

|x− y|(1−α)d
+ ‖φ‖21 .

Cela assure que φ ∈Mβ et conclut la preuve de la proposition.

3 Changement d'échelle et résultats de convergence

Dans cette section, C désigne un ensemble mesurable borné de Rd, avec |C| = 1 et |∂C| = 0. Sans précision
supplémentaire, les limites de cette partie seront données pour ρ→ 0 et λ→ +∞. Il est utile de rappeler que :

E
[
exp

(
i
Jλ,ρ(φ)− E(Jλ,ρ(φ))

b

)]
= exp

(∫
Rd

∫
R+

Ψ

(
φ
(
x+ v1/dC

)
b

)
λFρ(dv)dx

)
. (8)

3.1 Régime "grand rayon"

Théorème 3.1. Supposons V à queue lourde de paramètre γ ∈]1, 2[. Si λF ρ(1) −→ +∞, alors pour α ∈]0, 2− γ[ :

Jλ,ρ − E(Jλ,ρ)√
γλF ρ(1)

Mα

−−−−−→
ρ→0

λ→+∞

Wγ,C

où Wγ,C désigne le bruit blanc gaussien centré surM2−γ de covariance :

E [Wγ,C(φ)Wγ,C(ψ)] =

∫
Rd

∫
Rd
Kγ,C(x− y)φ(dx)ψ(dy)

avec l'opérateur Kγ,C(x) =
∫ +∞

0
|(v−1/dx+ C) ∩ C|v−γdv.

Démonstration. Commençons par véri�er queWγ,C ci-dessus dé�nit bien une fonctionnelle linéaire gaussienne. Il su�t
pour cela de voir que (φ, ψ) 7→

∫
Rd
∫
Rd Kγ,C(x− y)φ(dx)ψ(dy) dé�nit un produit scalaire surM2−γ . La bilinéarité est

claire. Pour φ ∈M2−γ , le théorème de Fubini-Tonelli entraîne :∫
Rd
φ
(
x+ v1/dC

)2

dx =

∫
Rd

∫
Rd

∣∣∣(x− v1/dC
)
∩
(
y − v1/dC

)∣∣∣ |φ|(dx)|φ|(dy)

=

∫
Rd

∫
Rd
v
∣∣∣v−1/d(x− y) + C ∩ C

∣∣∣ |φ|(dx)|φ|(dy)

puis en multipliant par v−γ−1 et en intégrant selon v sur R+, on reconnaît l'expression de Kγ,C :∫
Rd

∫
R+

φ
(
x+ v1/dC

)2

v−γ−1dvdx =

∫
Rd

∫
Rd
Kγ,C(x− y) |φ|(dx)|φ|(dy). (9)

Pour a > 0 tel que C ⊂ aB1, un vecteur unitaire e et x ∈ Rd �xé, Kγ,C(x) ≤ Kγ,aB(x) = Kγ,aB(e) |x|(1−γ)d, donc :∫
Rd

∫
R+

φ
(
x+ v1/dC

)2

v−γ−1dvdx ≤ Kγ,aB(e)

∫
Rd

∫
Rd

|φ|(dx)|φ|(dy)

|x− y|(1−(2−γ))d
≤ Kγ,aB(e) ‖φ‖2−γ . (10)

Le théorème de Fubini assure en�n que l'équation (9) reste vraie pour φ (et non plus seulement |φ|), dont le terme de
gauche est strictement positif si φ 6= 0.
On a donc bien véri�é que Wγ,C dé�nit une fonctionnelle linéaire gaussienne. Le lemme suivant résume des résultats
utiles pour la suite de la preuve.
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Lemme 3.1. Si C est un ensemble mesurable borné de Rd tel que |∂C| = 0, alors lim
r→1
|C∆rC| = 0, où ∆ désigne la

di�érence symétrique : A∆B = (A ∪B)\(A ∩B) = (A\B) ∪ (B\A).
Pour tout φ ∈M1, les applications suivantes sont continues sur R+ :

v 7→
∫
Rd
φ
(
x+ v1/dC

)2

dx et v 7→
∫
Rd

Ψ
(
φ
(
x+ v1/dC

))
dx.

Si de plus φ ∈Mα avec α ∈]0, 1[, alors il existe une constante c > 0 telle que :

∀v ∈ R+,

∫
Rd
φ
(
x+ v1/dC

)2

dx ≤ c
(
v ∧ v2−α) .

Preuve du lemme. Pour le premier point, on écrit simplement :

|c∆rC| = |C| − |C ∩ rC|+ |rC| − |C ∩ rC| = (1 + rd)|C| − 2|C ∩ rC| −−−→
r→1

0

puisque, par convergence dominée, |C ∩ rC| =
∫
C
1rC → |C| (car |∂C| = 0).

Soit φ ∈M1. Posons pour u, v ≥ 0, la quantité d(u, v) =
∫
Rd
∣∣φ (x+ v1/dC

)
− φ

(
x+ u1/dC

)∣∣ dx. On écrit alors :

d(u, v) ≤
∫
Rd
|φ|
((
x+ u1/dC

)
∆
(
x+ v1/dC

))
dx

≤
∫
Rd
|φ|
(
x+

(
u1/dC∆v1/dC

))
|dx

≤ ‖φ‖1 u |C∆ (v/u)
1/d

C| −−−→
u→v

0

en utilisant le fait que
∫
Rd |φ|(· + A) = ‖φ‖1 |A| et le résultat précédent. Les bornes suivantes su�sent à conclure la

continuité des applications considérées :∫
Rd

∣∣∣∣φ(x+ v1/dC
)2

− φ
(
x+ u1/dC

)2
∣∣∣∣ dx ≤ 2 ‖φ‖1 d(u, v),

et puisque |Ψ(v)−Ψ(u)| ≤ 2|v − u|,∫
Rd

∣∣∣Ψ(φ(x+ v1/dC
))
−Ψ

(
φ
(
x+ u1/dC

))∣∣∣ dx ≤ 2d(u, v).

Soit φ ∈Mα. Quitte à considérer |φ|, supposons sans perte de généralité φ positive. Dans un premier temps,∫
Rd
φ
(
x+ v1/dC

)2

dx ≤ |C| ‖φ‖21 v.

D'autre part, pour a > 0 tel que C ⊂ aB1, il vient en utilisant le théorème de Fubini :∫
Rd
φ
(
x+ v1/dC

)2

dx ≤
∫
Rd
φ
(
x+ (av)1/dB1

)2

dx

≤
∫
Rd

∫
Rd

∣∣∣(x− (av)1/dB1

)
∩
(
y − (av)1/dB1

)∣∣∣ φ(dx)φ(dy)

≤
∫
Rd

∫
Rd
av1|x−y|<2(av)1/d φ(dx)φ(dy) ≤ 2(1−α)da2−α ‖φ‖2α v

2−α.

On déduit le résultat des deux inégalités ci-dessus.

Soit φ ∈Mα. Notons b =
√
γλF ρ(1). Posons :

gρ : v 7→
∫
Rd

Ψ

(
φ
(
x+ v1/dC

)
b

)
dx et g : v 7→ −1

2

∫
Rd
φ
(
x+ v1/dC

)2

dx,

continues d'après le lemme ci-dessus. Le corollaire 1.1 appliqué pour p = 1 et q = 2− α, entraîne par dé�nition de b :

λ

b2

∫
R+

g(v)Fρ(dv) ∼
∫
R+

g(v) v−γ−1 dv.

Posons maintenant Gρ : v 7→ λgρ(v)− λb−2g(v). Par propriété de Ψ, il vient :

|Gρ(v)| =

∣∣∣∣∣∣λ
∫
Rd

Ψ

(
φ
(
x+ v1/dC

)
b

)
+

1

2

(
φ
(
x+ v1/dC

)
b

)2

dx

∣∣∣∣∣∣
≤ λ

6b3

∫
Rd

∣∣∣φ(x+ v1/dC
)∣∣∣3 dx ≤ λ

6b3
‖φ‖31 v.
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En utilisant la dé�nition de b et le dernier résultat du lemme précédent, on obtient :

F ρ(1)

v
|Gρ(v)| ≤

‖φ‖31
6γb

et
F ρ(1)

v2−α |Gρ(v)| ≤ c

γ
.

Le corollaire 1.2 pour p = 1 et q = 2− α permet de conclure que
∫
R+
Gρ(v)Fρ(dv)→ 0. On en déduit :∫

R+

gρ(v)Fρ(dv) −−−→
ρ→0

∫
R+

g(v) v−γ−1 dv.

En passant à l'exponentielle et en rappelant la fonction caractéristique pour une mesure aléatoire de Poisson, il vient
d'après l'équation (9) :

E
[
exp

(
i
Jλ,ρ(φ)− E [Jλ,ρ(φ)]

b

)]
= exp

∫
Rd

∫
R+

Ψ

(
φ
(
x+ v1/dC

)
b

)
λFρ(dv)dx

−−−→
ρ→0

exp

(
−1

2

∫
Rd

∫
Rd
Kγ,C(x− y)φ(dx)φ(dy)

)
.

On reconnaît pour le terme de droite l'expression de la fonction caractéristique de Wγ,C(φ) et le résultat de Cramér-
Wold permet de conclure.

3.2 Régime intermédiaire

Théorème 3.2. Supposons V à queue lourde de paramètre γ ∈]1, 2[. Si λF ρ(1) −→ σ0 > 0, alors pour α ∈]0, 2− γ[ :

Jλ,ρ − E(Jλ,ρ)
Mα

−−−−−→
ρ→0

λ→+∞

J∗γ,C

où J∗γ,C désigne une fonctionnelle centrée surM2−γ qui s'écrit, pour la mesure de Poisson Nγ d'intensité dx v−γ−1dv :

J∗γ,C(φ) =

∫
Rd

∫ +∞

0

φ
(
σ
(
x+ v1/dC

)) (
Nγ(dx, dv)− dx v−γ−1dv

)
avec σ = (γσ0)

1
(γ−1)d .

Démonstration. Pour φ ∈M2−γ , on a vu à l'équation (10) que
∫
Rd
∫
R+
φ
(
x+ v1/dC

)2
v−γ−1dvdx <∞ ce qui assure

la bonne dé�nition de J∗γ,C(φ) pour φ ∈M2−γ d'après la Proposition 1.1 et l'inéquation (3), car γ > 1.
Soit φ ∈Mα, avec 0 < α < 2− γ. Considérons comme précédemment l'application :

g : v 7→
∫
Rd

Ψ
(
φ
(
x+ v1/dC

))
dx.

Le corollaire 1.1 pour p = 1 et q = 2− α (applicable d'après le lemme de la preuve précédente et celui sur la fonction
Ψ) donne : ∫

R+

g(v)λFρ(dv ∼ λF ρ(1)

∫
R+

g(v)γ v−γ−1 dv.

L'équation (8) s'écrit à la limite, étant donné que λF ρ(1)→ σ0 :

E
[
ei(Jλ,ρ(φ)−E[Jλ,ρ(φ)])

]
−−−→
ρ→0

exp

(
γσ0

∫
R+

g(v) v−γ−1 dv

)
.

Pour σ > 0, par changement de variables, en notant φσ : A 7→ φ(σA) :∫
Rd

∫
R+

Ψ
(
φ
(
x+ v1/dC

))
v−γ−1 dvdx = σd(1−γ)

∫
Rd

∫
R+

Ψ
(
φσ

(
y + u1/dC

))
v−γ−1 dvdy,

donc pour σ = (γσ0)
1

(γ−1)d :

E
[
ei(Jλ,ρ(φ)−E[Jλ,ρ(φ)])

]
−−−→
ρ→0

exp

(∫
Rd

∫
R+

Ψ
(
φσ

(
x+ v1/dC

))
v−γ−1 dvdx

)

et on reconnaît la formule de la fonction caractéristique de Λγ(φ) avec la formule donnée à la Proposition 1.2.
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3.3 Régime "petit rayon"

Théorème 3.3. Supposons V à queue lourde de paramètre γ ∈]1, 2[. Si λF ρ(1) −→ 0, alors :

Jλ,ρ − E(Jλ,ρ)

cγ
(
1/F ρ

)−1
(γλ)

L1∩L2

−−−−−→
ρ→0

λ→+∞

Λγ

où
(
1/F ρ

)−1
désigne l'inverse généralisée de 1/F ρ, dé�nie par

(
1/F ρ

)−1
(v) = inf{t ≥ 0 | 1

Fρ(t)
≥ v}, cγ est une

constante et Λγ désigne une fonctionnelle centrée sur L1 ∩ L2 caractérisée par :

∀φ ∈ L1 ∩ L2, E
[
eiΛγ(φ)

]
= exp

(
−σγφ

(
1− iβφ tan

πγ

2

))
avec σφ = ‖φ‖γ et βφ =

‖φ+‖γγ−‖φ−‖γγ
‖φ‖γγ

.

Démonstration. La preuve qui suit est peu détaillée. Pour plus de précisions, on renvoie à l'article [4] et au livre [7].
En utilisant les résultats sur la fonction Ψ, les corollaires du théorème de Karamata (avec p = 1 et q = 2) et les
fonctions maximales de la sous-section 1.4 pour une domination, on commence par montrer que pour φ ∈ L1 ∩ L2,∫

R+

Ψ (vmφ(x, bv))λFρ/b(dv) −−−→
ρ→0

∫
R+

Ψ (vφ(x)) v−γ−1 dv (11)

où l'on a noté b =
(
1/F ρ

)−1
(γλ). L'étape suivante est d'intégrer cette relation limite sur Rd. En choisissant ε > 0 tel

que γ ∈ [1 + ε, 2− ε], puisque |Ψ(v)| ≤ 2 min(|v|, v2) ≤ 2 min(|v|γ−ε, |v|γ+ε) et par dé�nition de la fonction maximale
associée à φ,

|Ψ (vmφ(x, bv))| ≤ 2
(
φ∗(x)γ−ε + φ∗(x)γ+ε

) (
vγ−ε ∧ vγ+ε

)
.

En utilisant le Corollaire 1.1 avec p = γ − ε et q = γ + ε, on voit que pour ρ assez petit (pour avoir une inégalité à
partir de l'équivalence) : ∫

R+

|Ψ (vmφ(x, bv))| λFρ/b(dv) ≤ 2ε+ 4

ε

(
φ∗(x)γ−ε + φ∗(x)γ+ε

)
.

Le lemme 1.1 assure alors que la borne ci-dessus est intégrable, et en rappelant l'équation (8) :

E
[
exp

(
i
Jλ,ρ(φ)− E [Jλ,ρ(φ)]

b

)]
−−−→
ρ→0

exp

(∫
Rd

∫
R+

Ψ(vφ(x)) v−γ−1 dvdx

)
= E [exp (icγΛγ(φ))] .

où la dernière égalité repose sur des résultats issus de [4] et [7]. Le résultat de Cramér-Wold permet à nouveau de
conclure quant à la convergence des lois �n-dimensionnelles.

4 Propriétés des limites

Cette section présente quelques résultats sur les limites obtenues dans la partie précédente.

4.1 Régime "grand rayon"

Proposition 4.1. La fonctionnelle aléatoireWγ,C est auto-similaire. Plus précisément, pour s > 0, si φs : A 7→ φ(sA),

alors les processus φ 7→Wγ,C(φs) et φ 7→ s
(γ−1)d

2 Wγ,C(φ) ont les mêmes lois �ni-dimensionnelles.

Démonstration. Pour véri�er que les processus ont les mêmes lois �ni-dimensionnelles, il su�t de voir qu'ils ont même
moyenne et même opérateur de covariance, car ils sont gaussiens. Ils sont tous deux centrés et :

E [Wγ,C(φs)Wγ,C(ψs)] =

∫
Rd

∫
Rd
Kγ,C(x− y)φs(dx)ψs(dy)

=

∫
Rd

∫
Rd
Kγ,C

(
x− y
s

)
φ(dx)ψ(dy)

= s(γ−1)dE [Wγ,C(φ)Wγ,C(ψ)] = E
[
s

(γ−1)d
2 Wγ,C(φ) s

(γ−1)d
2 Wγ,C(ψ)

]
,

puisque l'opérateur Kγ,C a la propriété d'auto-similarité suivante :

Kγ,C(ax) =

∫ +∞

0

∣∣∣((a−dv)−1/dx+ C
)
∩ C

∣∣∣ v−γ dv =

∫ +∞

0

∣∣∣(u−1/dx+ C
)
∩ C

∣∣∣ (adu)−γ addu

= a(1−γ)dKγ,C(x).
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Théorème 4.1 (Long range dependence). La fonctionnelle aléatoire Wγ,C est à dépendance à longue portée, i.e. :

lim
r→∞

|Cov (Wγ,C(B1),Wγ,C(Br\B1)) | = +∞.

Démonstration. On commence par écrire, en rappelant que Kγ,C est positif :

|Cov (Wγ,C(B1),Wγ,C(Br\B1)) | =
∫
B1

∫
Br\B1

Kγ,C(x− y) dxdy.

Par convergence monotone,

lim
r→∞

|Cov (Wγ,C(B1),Wγ,C(Br\B1)) | =
∫
B1

∫
Bc1

Kγ,C(x− y) dxdy.

Or, en appliquant le théorème de Fubini-Tonelli à x �xé :∫
Bc1

Kγ,C(x− y) dy =

∫
Bc1

∫ +∞

0

∣∣∣(v−1/d(x− y) + C
)
∩ C

∣∣∣ v−γdvdy

=

∫ +∞

0

∫
Bc1

∫
v1/dC

1u∈x−y+v1/dC dudy v−γ−1dv

=

∫ +∞

0

∫
x−v1/dC

∣∣∣Bc1 ∩ (y + v1/dC
)∣∣∣ dy v−γ−1dv ≥ 1

2

∫ +∞

2|B1|
v−γ+1 dv = +∞

puisque
∣∣Bc1 ∩ (y + v1/dC

)∣∣ ≥ v − |B1| ≥ v
2 dès que v ≥ 2|B1|. La dernière intégrale diverge car −γ + 1 ∈]− 1, 0[. On

en déduit immédiatement le résultat voulu (car |B1| > 0).

4.2 Régime intermédiaire

Théorème 4.2 (Long range dependence). La fonctionnelle aléatoire J∗γ,C est aussi à dépendance à longue portée.

Démonstration. On remarque en fait que J∗γ,C et Wγ,C ont même covariance, en écrivant d'après l'équation (1) :

E
[
J∗γ,C(φ)J∗γ,C(ψ)

]
=

∫
Rd

∫
R+

φ(x+ v1/dC)ψ(x+ v1/dC) dx v−γ−1dv

=

∫
Rd

∫
R+

∫
x+v1/dC

φ(dy)

∫
x+v1/dC

ψ(dz) dx v−γ−1dv

=

∫
Rd

∫
Rd

∫ +∞

0

∣∣∣(y − v1/dC
)
∩
(
z − v1/dC

)∣∣∣ v−γ−1dv φ(dy)ψ(dz)

=

∫
Rd

∫
Rd
Kγ,C(y − z)φ(dy)ψ(dz) = E [Wγ,C(φ)Wγ,C(ψ)] .

Cela su�t à conclure.

Remarque 4.1. Contrairement à Wγ,C , la fonctionnelle J∗γ,C n'est pas auto-similaire.

4.3 Régime "petit rayon"

Proposition 4.2. La fonctionnelle aléatoire Λγ est auto-similaire. Plus précisément, pour s > 0, si φs : x 7→ sdφ(sx),

alors les processus φ 7→ Λγ(φs) et φ 7→ s
(γ−1)d
γ Λγ(φ) ont les mêmes lois �ni-dimensionnelles.

Démonstration. Par linéarité de Λγ , il su�t de véri�er que les variables Λγ(φs) et s
(γ−1)d
γ Λγ(φ) ont même loi (Cramér-

Wold). Pour cela, considérons la fonction caractéristique. On commence par écrire :

‖φs‖γγ =

∫
Rd
|sdφ(sx)|γ dx = s(γ−1)d

∫
Rd
|φ(y)|γ dy.

Donc ‖φs‖γ = s
(γ−1)d
γ ‖φ‖γ , dont on déduit : σφs = s

(γ−1)d
γ σφ et βφs = βφ. De là :

E
[
eiΛγ(φs)

]
= exp

(
−σγφs

(
1− iβφs tan

πγ

2

))
= exp

(
−s(γ−1)dσγφ

(
1− iβφ tan

πγ

2

))
= E

[
e
iΛγ

(
s
(γ−1)d
γ φ

)]
.
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