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L’objectif de ce document est de présenter des résultats de convergence pour des champs aléatoires normalisés,
générés par un systéme de grains aléatoires. La premiére section expose les différentes notions nécessaires a la bonne
compréhension de la suite, ainsi que des outils d’analyse, utiles dans les preuves des sections suivantes. La Section
présente le modeéle étudié dans [4], et des premiers résultats sur le champ aléatoire considéré. Les deux derniéres
sections contiennent les résultats principaux de ’article : la Section [3] présente les théorémes de convergence et la
derniére partie propose quelques propriétés des champs limites obtenus.



1 Outils pour I’étude

Cette section présente des notions nécessaires a la compréhension des parties suivantes. On se référera aux ouvrages
de la bibliographie pour plus de détails. Les trois premiéres sous-sections sont inspirées de [2], [3] et [3].

1.1 Mesure aléatoire - Bruit blanc gaussien
Soit (2, F,P) un espace probabilisé. Soit (F, A, 1) un espace mesuré. On prendra souvent £ = R? et A = B(R?).
Définition 1.1 (Mesure aléatoire). Une mesure aléatoire sur (E,.A) est une application & : Q x A — R telle que :

(i) pour tout B € A, I'application £(-, B) est une variable aléatoire & valeurs dans R

(ii) pour presque tout w € 2, Papplication &(w, -) est une mesure et si u(B) < 0o, alors £(+, B) < oo presque stirement.

Notation 1.1. Pour B € A, on note {B = £(-, B). Pour une fonction simple f, on étend cette définition par linéarité.
Si f=cA1+ - +c, A, avece; >0et A; € Apouri € {1,...,n}, alors {f = c1§A; = -+ + ¢,€A,. Le théoréme de
convergence monotone permet de définir £ f pour f positive, puis pour f intégrable.

Définition 1.2 (Bruit blanc gaussien). Le bruit blanc gaussien W est une mesure aléatoire sur (F,.A), telle que :
VB,C € A, W(B) ~N (0,u(B)) et E[W(B)W(C)] = n(BNCOC).

Remarque 1.1. Le bruit blanc peut aussi étre défini comme un processus gaussien (Xp)peca centré de covariance
Cov(Xp,Xc) = u(B N C). Lorsqu’il est considéré comme ’application ¢ — W(¢) définie ci-dessus, le bruit blanc
gaussien est encore appelé fonctionnelle linéaire gaussienne.

1.2 Lois fini-dimensionnelles et convergence

Définition 1.3. L’ensemble des lois fini-dimensionnelles d’un processus stochastique (X;):er est ’ensemble des lois :
{L( Xty Xt), t1,.. ot €T, ke N}

Notation 1.2 (Convergence lois fini-dimensionnelles). On définit I’ensemble des mesures signées sur R? & variation
totale finie par :
M = {p mesure signée | ||u]l, = |u|(R?) < +oo}.

Les résultats obtenus dans la Section [3] sont des résultats de convergence des lois fini-dimensionnelles. Pour M partie
de M!, on note X, MLX s
p—0

Vk € N*7 Vle-ka € Ma (XP(/’(’l)a'- 7Xp(/’(‘k)) L> (X(M1)77X(Mk)) .

p—0

Remarque 1.2 (Cramér-Wold). La remarque suivante sert & caractériser la convergence des lois fini-dimensionnelles
dans le cas d’opérateurs linéaires (Z,) et Z :

Z, pMTo’Z — VpeM, Z,(¢) pi—O>Z(¢).

Cela repose sur le fait que la fonction caractéristique d’une variable caractérise sa loi et sur la linéarité des opérateurs.

1.3 Mesure aléatoire de Poisson

Pour un espace mesurable (E,.A), souvent (R% B(R?)), on note E* I'ensemble :

E* = {Z dz,, I dénombrable, (z;) € El}

icl

A

muni de la tribu engendrée par les applications (7 : m € E* — m(A))ac4, notée A*.

Définition 1.4. Soit 4 une mesure positive, o-finie sur (E,.A). Une mesure aléatoire de Poisson sur (E,.A) d’intensité
1 est une variable aléatoire M a valeurs dans (E*, . 4*), telle que pour toute suite de parties de A disjointes (A, )nen :
(i) les variables aléatoires (M (A,))nen sont indépendantes,
(ii) pour tout n € N, la variable aléatoire M (A,,) suit une loi de Poisson de paramétre pu(A,).

Par convention, si X suit une loi de Poisson de paramétre +oo, alors X = +oo presque stirement.



Remarque 1.3. Dans ce qui suit, si A € A, la variable M(A) s’interpréte comme un nombre de points placés
uniformément sur A. Pour pouvoir compter ces points, il faut supposer l'intensité p sans atome. En effet, si p({z}) > 0,

P(M({z}) >2) =1—e =) _ y({z})e =D > 0
ce qui signifie qu’on pourrait tirer plusieurs points (impossibles & distinguer) sur {x}.

Théoréme 1.1. Si p est une mesure o-finie, positive et sans atome, alors il existe une mesure aléatoire de Poisson
d’intensité p.

On peut maintenant définir une notion d’intégrale pour les mesures de Poisson, en posant [, 14(x)M (dz) = M(A) et
en généralisant cette définition aux fonctions étagées par linéarité. Le résultat suivant explicite des conditions sur f
pour que M(f) = [, f(xz)M(dz) existe, en tant que limite obtenue par convergence monotone, ot u(f) =[5, f(z)p(dx).

Proposition 1.1. Soit M une mesure aléatoire de Poisson d’intensité p sur (E,.A).
(i) La quantité M (f) existe si et seulement si (|f| A1) € L*(p).
(i) La quantité (M — p)(f) existe si et seulement si (|f| A f2) € L1(p).
(iii) Si (|f| A f?) € L' (u) et (|g] A g?) € L' (), alors la covariance entre f et g pour la mesure de Poisson M s’écrit :

E (M — u)(f)(M - p)(g)] = / F(2)g(x) p(dz). (1)

On définit enfin la fonction caractéristique associée & M (f), utile pour caractériser ensuite les lois limites.

Proposition 1.2. Soit M une mesure aléatoire de Poisson d’intensité p sur (E,.A). Si pu(]f| A1) < oo, alors :

E[exp(iM(f))] = E [exp (i /E f(x) M(dx))] = exp ( /E (eif@ - 1) ,u(dx)) .

1.4 Fonctions maximales

Les résultats de cette sous-section sont issus des Sections 7 et 8 de [6]. Dans cette sous-section, C' désigne un
ensemble mesurable borné de R? de mesure |C| = 1.

Définition 1.5. Si ¢ est localement intégrable, on définit sa fonction moyenne et sa fonction maximale sur C' par :

mg(z,v) = = / o(y) dy et ¢ (z) = sup ~ / 16()] dy.
z+vl/dC z4+ol/dC

v v>0 U

Les résultats suivants sont utiles pour donner des majorations intégrables (en vue d’appliquer le théoréme de conver-
gence dominée) dans la preuve des théorémes de convergence.

Lemme 1.1. Si ¢ € L', alors mg(z,v) o #(x) et ¢.(r) < oo pour presque tout z € R,
v—r
Si de plus ¢ € LP, avec 1 < p < 400, alors ¢, € LP.

Démonstration. Notons B la boule unité et posons a > 0 tel que C' C a'/?By. Si ¢ € L', alors presque tout = € R?
est un point de Lebesgue de ¢ ([6], Théoréme 7.7), donc pour v > 0 :

1
e S = 0(e)

v av v—0

< i/ 16(y) — 6(x)] dy — 0.
z+(av)l/diB

En se ramenant encore & By, le Théoréme 7.4 de [6] assure que |¢. > A| < C/X pour A > 0, ce qui donne le résultat.
Le dernier point est détaillé dans [6], Théoréme 8.18. O

1.5 Théorie de Karamata
Les résultats de cette sous-section sont issus de [IJ.

Théoréme 1.2. Supposons que F, fonction de répartition, est & queue lourde de paramétre v > 0, c’est-a-dire :

Va > 0, F;(av) —a "
F(’U) v—400

ou F =1 — F désigne la queue de la distribution. Si 0 < p < v < ¢, alors :

+oo S a vo—
/ WP F(dv) ~ ——F(a)a® et / vI F(dv) ~ ——F(a)al.
a a—+oo Y —p 0 a—+oo q — 7y



Corollaire 1.1. En notant F), = F (;), si f est une fonction continue sur R vérifiant pour 0 < p <~y < ¢ :

lim sup M < 400 et limsup @
v

v—+400 v v—0

< +00,

alors lorsque p tend vers 0, on a ’équivalent suivant :

o0 . 400
[0 R@) ~ T [ e

0 p—0 0

Corollaire 1.2. Soit (f,) une famille de fonctions continues sur R,.. Si pour 0 <p <~ < ¢ :

Va >0, lim sup {v PF,(1)|f,(v)|} =0 et Vp,v >0, F,(1)|f,(v)] < cv,
p—0 py>q

alors f0+°° fo(v) Fy(dv) tend vers 0 lorsque p tend vers 0.

Remarque 1.4. Le dernier corollaire reste vrai si ’on suppose (de maniére symétrique entre p et q) :

Ya > 0, ;i_rg% il;g{v_qf( ()|} =0 et Vp,v >0, F,(1)|fo(v)] < cvP.

2 Modéle poissonien de grains aléatoires

Le modéle qui suit est présenté dans l’article [4]. Soit C' un ensemble mesurable borné de R? de mesure de
Lebesgue |C| = 1, tel que |0C| = 0. Un grain est un ensemble de la forme x 4 v*/¢C, donné par un point 2 € R% et un
volume v € R*.. On considére une famille de grains aléatoires (X; + (pV;)'/?C);en-, ot les points X; sont distribués
uniformément selon une mesure aléatoire de Poisson sur R? d’intensité A > 0 par rapport a la mesure de Lebesgue et
les variables (V}) sont strictement positives, indépendantes identiquement distribuées a densité avec E(V;) = 1. Pour
étudier la distribution générée par cette famille de grains, on introduit les quantités suivantes :

Irp(x) = Card{j € N* |z € X; + (pV;)VC}
400
Tp(A) = S 1A (X, + (V)40

j=1
Ces variables aléatoires s’interprétent comme le nombre de grains recouvrant un point x et la mesure commune entre
un ensemble mesurable A et la famille de grains.
On note F' la fonction de répartition de V; (commune aux variables V;), et F, celle de pVi, i.e. F, = F (;)
En remplacant la mesure |A N -| par une mesure positive ¢ (pour que la somme ait toujours un sens), la fonction Jy ,
ci-dessus se réécrit comme une fonctionnelle intégrale :

G qu(x +(pV)1/dc /R/R x+vl/d0) Ny, (dz, dv), (2)
j=1

ol Ny, est une mesure aléatoire de Poisson d’intensité AdzF,(dv). Les quantités A et p désignent respectivement la

densité moyenne et le volume moyen des grains.

Afin d’étudier la structure linéaire de Jy ,, on I’étend a ’espace de mesures signées  variation totale finie M'. A
l'aide du théoréme de Fubini, on vérifie, en écrivant ¢(A) = [ 4 ¢(dx)

/Rd /]R+ ¢<x+vl/d0)’ AdzF,(dv) S/Rd /R+ /gc+v1/dc|¢(dy) AdzF,(dv) (3)

<[ + ( / o Adx) F,(dv)|](dy)

A [ 1ol [ oFy(an) =il <o

Ry

ce qui assure la bonne définition de 'intégrale contre la mesure aléatoire de Poisson dans I’équation .
L’objectif est d’écrire un résultat de convergence pour une version renormalisée de J) , de la forme :

Do —E(rp) M
V(A p) =0

A—+oo

ou V(A p) est une renormalisation assurant la convergence. Cette forme rappelle le théoréme central limite.



Notation 2.1. A une fonction ¢ € L', on associe la mesure signée ¢(dz) = ¢(x)dz qui définit un élément de M*. On
identifiera ainsi L' & son image dans M! par cette transformation.

Si A est un ensemble mesurable de mesure finie, on I'identifie 4 14 € L', de sorte & pouvoir écrire J) ,(A) ou Jy ,(14)
indifféremment (ce qui est en accord avec I'équation (2)).

Lemme 2.1. Notons B, la boule ouverte centrée en 0 de rayon r de R?. On a I’équivalence :

lim [Cov (Jx,(B1), Jap(Br\B1))| = +o0 <= E(V?) = +oo. (4)

r—00

Dans ce cas, Jy,, est dit & dépendance a longue portée.

Démonstration. Posons A, = Cov (Jx ,(B1), Jx0(B,\Bi)). En utilisant I'équation (1)), il vient :
A = / / |B1 N (x + Y40 ||(B,\B1) N (x4 v/4C) | Mz F, (dv).
R JR,

Or, |(B,\By1) N (z +v'C)| R |BS N (24 0Y2C)| et | By N (z+0/9C)| = 0 dés que ||z| > 1+v*sup ||y|, donc :
T o0 yEC

rT—00

Ay = lim A, = / / 1By N (z + 0Y4C)||BS N (¢ 4 v/4C) | \ddaF,(dv)
R JRy
par convergence dominée. Le calcul de l'intégrale suivante sera utile pour la fin de la preuve :
/ 1By N (& + 090 |da = / / Loe, wiic dady = o|Bi|.
R B, JRre
D’une part, puisque |B{ N (z 4 v'/4C)| < |z +v'/¢C| = v, on a la majoration :
A < / / |B1 N (z +0Y40) v Az F,(dv) = A|B| v? Fy(dv) = A\p?| B, |E (V?).
R JR R

D’autre part, en utilisant |B{ N (z + v'/9C)| > v — [By| > % dés que v > 2|By, il vient :

Amz/‘/ 1By O (z + 0/4C) (v — | By |) AdaF (dv)
rRd JR,

+oo

2| B |
> /0 /R |By N (2 + v"/?C)|(v — |By|) Az F,(dv) +/2 /]R 1Bi N (2 +v1/d0)|§>\dpr(dv)

| B1]

)‘|Bl| 2 2
ZC+TP]E(V)

ou C' est une constante, somme de deux intégrales sur [0,2|By|]. On en déduit encadrement :

C+ A'TB”;PE (V?) < A < NP |BLIE (V?).

D’ou ’équivalence souhaitée. O

Le lemme suivant résume des propriétés utiles sur la fonction W : u +— e — 1 — ju, qui apparait lorsque ’on considére
la fonction caractéristique pour la mesure aléatoire de Poisson.

Lemme 2.2. La fonction V¥ ci-dessus vérifie :

|v? — u?| v?
Vu,v €R, [¥(v) — T(u)| < 2\v—u|/\T et \I/(v)—&—?

< <v2 A |v6|3> . (5)

Démonstration. Puisque ¥ (v + 2n7m) — ¥(u+ 2n7) = ¥(v) — ¥(u) pour n € N*, il suffit de vérifier les propriétés pour
u, v positifs. Supposons sans perte de généralité 0 < u < v. On écrit :

v v 2 _ .2
/ e’ —1ds §/ (2/\|s|)ds—<2|vu|/\|v2u|>

étant donné que |e** — 1| = 2|sin (§)| < 2 A |s|. Pour le second point, on remarque que :

W (v) - T (u)] =

2 v v 2 3
\I/(U)Jrvf = i/ U(u)du| < / 2|u|/\M du = 1)2/\ﬂ
2 0 0 2 6
en prenant u = 0 dans la premiére relation. O



Dans le cas ol le volume V est & variance finie, on obtient le résultat suivant.

Théoréme 2.1. Si V admet un moment d’ordre 2, alors :

Inp —E(Jxp) L2
NE(V2) =0

A—+oo

ott W est le bruit blanc gaussien centré sur L? de covariance :
EW W)= [ ola)v()de
Démonstration. Posons b = py/AE (V2). Soit ¢ € L' N L2. Puisque ¢ est une fonction, on peut écrire :
oo+ 10) = [ Gy = omy(a,v)
z+ovl/dC

ol my est la fonction moyenne définie dans la premiére section. En utilisant la transformée de Fourier pour une mesure
aléatoire de Poisson et en notant ¥ : u +— e — 1 — ju, on écrit :

o (BB ([ () o

Avec l'inégalité et la propriété de limite de la fonction moyenne mgy(x, pv) — ¢(z), on a pour presque tout x :

D (vm(m)) %)

b U\ VARG ) T TRy

car U(v) = =

(v3). Si ¢, désigne la fonction maximale associée a ¢, 'équation assure enfin que :

AU vm¢(sc,v) S ’1}2(?*({1}2)2'
AE (V2) 2E (V2)
Puisque ¢? € L', d’aprés le résultat sur les fonctions maximales, la fonction ¢? est dans L', ce qui permet d’appliquer
le théoréme de convergence dominée dans 1’équation :

A%};E [exp( JAp(¢)—1bE(JA,p(¢ )} = exp (/}R /IR+ R V2 (dv)dm)
—exp( o) )

Ce calcul détermine la fonction caractéristique de la variable limite par linéarité, et I’on reconnait la fonction carac-
téristique de W (¢) pour W bruit blanc gaussien sur L2 Le résultat de Cramér-Wold permet de conclure quant & la
convergence des lois fini-dimensionnelles. O

Le cas V € L? est donc traité, le passage & la limite sur p et A ne nécessitant aucune hypothése supplémentaire. On
suppose a partir de maintenant que V' suit une distribution a queue lourde de paramétre v €]1,2[. Cela implique en
particulier que V n’admet pas de moment d’ordre 2 fini (d’aprés la sous-section sur la théorie de Karamata).
Comme on le verra dans la Section 3, différents comportements limites apparaissent selon la limite de )\Fp(l), qui
intervient lorque ’on considére le nombre moyen de grains de rayon supérieur a 1, couvrant l’origine.

Dans le cas ot V n’admet pas de moment d’ordre 2, il faudra imposer des conditions supplémentaires aux mesures, ce
qui méne a la définition des espaces suivants.

Définition 2.1. Pour « €]0,1[, on définit espace M?, sous-espace de M?, par :

1 lltdlolc) }
{“M '/R/R [ —yl-md < T

Proposition 2.1. Les espaces M sont croissants et contiennent L' N L2, i.e.si 0 < a < § < 1, alors :

L'NnL?>c M*c MP c M.



Démonstration. Notons D = {(z,y) € (Rd)2 | [ —y| < 1}. Soient 0 < o < B < 1 et ¢ € L' N L?. Puisque ¢ est une
fonction, on écrit :

8](da)]@l(dy) dy / / 16l (2)]¢] (v
dzd
/R/R Tz — |08 = Jou Jpa o — y[(-o)d a>d Y

[ B0 g, [ @O
D

bl — |(1—a)d o |z — y|(-e)d

|| (z 191 (y)
/ oz — y|(- a)d/2 7 — y|(1—0)d/2 dxdy‘*‘/ 9] (z)|#|(y) dzdy
dz
/ x_yﬁ)la)ddwdw I} < H¢||2/ = +ol3

en appliquant 'inégalité de Holder et le théoréme de Fubini.
Si maintenant ¢ € M®, en particulier ¢ € M, alors :

/ / [9l(dz)|¢|(dy) _ [ |l(dx)|ol(dy)
Rd JR

< el -
a fo—y|=Rd = i |z —y|d-a)d !

Cela assure que ¢ € M” et conclut la preuve de la proposition. O

3 Changement d’échelle et résultats de convergence

Dans cette section, C' désigne un ensemble mesurable borné de R?, avec |C| = 1 et |0C| = 0. Sans précision
supplémentaire, les limites de cette partie seront données pour p — 0 et A — 4o0. Il est utile de rappeler que :

E {exp( J*p(‘b)‘f““( )} ~ exp </R /R+ ( ““Udc)) )\Fp(dv)dx>. (8)

3.1 Reégime "grand rayon"

Théoréme 3.1. Supposons V & queue lourde de parameétre v €]1,2[. Si AF,(1) — +oo0, alors pour « €]0,2 — 7| :
Iap — E(Jx\,p) M
"YAfp(l) )\ij’(())o

W%C

ot W, ¢ désigne le bruit blanc gaussien centré sur M?~7 de covariance :

B, c@)W,c] = [ | [ Kol =y o)

avec l'opérateur K, o(z) = f+°o |(v™ Yz + C) N Clv~dw.

Démonstration. Commencons par vérifier que W, ¢ ci-dessus définit bien une fonctionnelle linéaire gaussienne. Il suffit
pour cela de voir que (¢, 1) = [gu [pa Ky,c(z —y) ¢(da)p(dy) définit un produit scalaire sur M?~7. La bilinéarité est
claire. Pour ¢ € M?~7, le théoréme de Fubini-Tonelli entraine :

/Rd¢(:c+v1/d0)2 dx:/Rd/Rd

= [ [ el -+ e planisla

01C) 1 (y = 01/C) | I8l(dn)lel(dy)

puis en multipliant par v~7~! et en intégrant selon v sur R, on reconnait ’expression de K, c:

2
[ [ o(eweric) v iade= [ [ Kol - y)lslaolela). ©)
rRd JR, Rd JRd
Pour a > 0 tel que C C aBi, un vecteur unitaire e et z € R? fixé, K, c(x) < Kyap(x) = Kyqp(e) |x|(1_7)d, donc :
dz)|¢|(dy
Vi) v tdudz < K .58( //W—< u 10
Lo orvrie) vrtane < e [ [ PGS < Kus@lola (0

Le théoréme de Fubini assure enfin que I’équation @D reste vraie pour ¢ (et non plus seulement |¢|), dont le terme de
gauche est strictement positif si ¢ # 0.

On a donc bien vérifié que W, ¢ définit une fonctionnelle linéaire gaussienne. Le lemme suivant résume des résultats
utiles pour la suite de la preuve.



Lemme 3.1. Si C est un ensemble mesurable borné de R? tel que |0C| = 0, alors linri |CArC| =0, ou A désigne la
r—

différence symétrique : AAB = (AU B)\(AN B) = (A\B) U (B\A).

Pour tout ¢ € M?!, les applications suivantes sont continues sur R :

2
v qS(x—i—vl/dC) dr et v — \I/(¢<x+vl/d0)) dzx.
Rd Rd
Si de plus ¢ € M« avec « €]0, 1], alors il existe une constante ¢ > 0 telle que :
2
Vo e Ry, / ¢(m+v1/d0) dx < c(v/\v%”‘).
Rd

Preuve du lemme. Pour le premier point, on écrit simplement :
lcArC| = |C| — |C NrC| + |rC| — |CNrC| = (1 +r%)|C| - 2|C N rC]| — 0
r—

puisque, par convergence dominée, |CNrC| = [, 1,¢ — |C| (car |0C| = 0).
Soit ¢ € M?. Posons pour u,v > 0, la quantité d(u,v) = [, |¢ (z +0Y/4C) — ¢ (z + u!/4C)| dz. On écrit alors :

d(u,v) < /]Rd |#] ((erul/dC’) A <x+vl/d0)) dz

< 1/d A 1/d d
_/Rd|¢\(x+(u CAv C’))\ x
< [l6ll, u|CA (v/u)/* C| — 0

en utilisant le fait que [, |¢[(- + A) = |[¢]|; |A| et le résultat précédent. Les bornes suivantes suffisent a conclure la
continuité des applications considérées :

J.

et puisque |¥(v) — U(u)| < 2|v — ul,

J.

Soit ¢ € M. Quitte & considérer |¢|, supposons sans perte de généralité ¢ positive. Dans un premier temps,

é (x + vl/d(])2 ! (x v ul/dC>2‘ dz < 21|¢|, d(u, v),

U (d) (m + vl/dC’)) - U (¢ (x + ul/dC)N dz < 2d(u,v).

2
/¢<x+vl/d0) dz < |C|[18]2 .
Rd

D’autre part, pour a > 0 tel que C' C aBjy, il vient en utilisant le théoréme de Fubini :

/Rd¢>(x+vl/dC)2 dz S/R ng(x—i— (av)l/dB1>2 dx

d
“J.)
R4 JR4

< / / av:ﬂ|m—y\<2(av)1/d ¢(d$)¢(dy> < 2(1—a)da2—oc ||¢H(21 UQ_a'
R4 JR4

(x — (av)l/dBl) N (y — (av)l/dBl)‘ ¢(dr)p(dy)

On déduit le résultat des deux inégalités ci-dessus. O

Soit ¢ € M. Notons b = y/yAF ,(1). Posons :

. qﬁ(x—i—vl/dC)
gp 1V Rd\II <b

continues d’aprés le lemme ci-dessus. Le corollaire appliqué pour p = 1 et ¢ = 2 — «, entraine par définition de b :

w ) Eyfa) ~ [ sty ran

Ry

1 2
dxetg:v»—)—f/ (b(x—i—vl/dC’) dx,
2 Jpd

R

Posons maintenant G, : v — Ag,(v) — Ab~2g(v). Par propriété de U, il vient :

o4 pl/d 7+ ol/d 2
) = x / . (<b<+60>> . <¢<+bC>> .

A 1 3 A 3
< = /d ‘ < )
< =5 /]R 6 (z+v/C) | dw < =5 ol



En utilisant la définition de b et le dernier résultat du lemme précédent, on obtient :

||¢||1 ’U2(a)‘G ( )|

Fy(1) <&
216, 0)] < ‘
(d

Le corollaire pour p=1et ¢ =2 — a permet de conclure que fﬂh G,(v) Fy(dv) — 0. On en déduit :

/ 9p(v) Fp(dv) — - g(v)v™ 7" do.
Ry =0 IRy

En passant & I’exponentielle et en rappelant la fonction caractéristique pour une mesure aléatoire de Poisson, il vient
d’apreés I’équation @D :

E [exp (iJ’\’p(@ _;E[‘]M’ )] —eXp/Rd /R+ ( xﬂl/dc)) AF,(dv)dz

—pow (-3 [, [ oot oansa).

On reconnait pour le terme de droite I’expression de la fonction caractéristique de W, c(¢) et le résultat de Cramér-
Wold permet de conclure. O

3.2 Régime intermédiaire

Théoréme 3.2. Supposons V & queue lourde de parameétre v €]1,2[. Si AF,(1) — oo > 0, alors pour «a €]0,2 — [ :

Inp —E(Jxp) —> e

)\—H—oo

ou JJ désigne une fonctionnelle centrée sur M?~7 qui s’écrit, pour la mesure de Poisson N., d’intensité dzv=""1dv :

+oo
/ / a: + vl/dC>) (Ny(dz,dv) — dz v~ dv)
Rd

avec o = (yoy) el

. . 2 .
Démonstration. Pour ¢ € M?~7, on a vu & I’équation que [pa fp ¢ (z+v/9C)" v dudz < oo ce qui assure
la bonne définition de J:,C(Qb) pour ¢ € M2~ d’aprés la Proposition et I'inéquation , car v > 1.

Soit ¢ € M?, avec 0 < a < 2 — . Considérons comme précédemment 1’application :

g: v Rd\I!(¢<x+vl/dC))dx

Le corollaire pour p =1 et ¢ = 2 — « (applicable d’aprés le lemme de la preuve précédente et celui sur la fonction
) donne :

[ s AE o~ XF 1) [ gty
Ry

R

L’équation (8) s’écrit a la limite, étant donné que AF,(1) — oy :

E[eiw,pw)—lﬁm,p(w])} — exp WO/ g v dv | |
p—0 Ry

Pour ¢ > 0, par changement de variables, en notant ¢, : A — ¢(cA) :

/Rd /]R+ v (¢ (x + vl/dc)) v dodz = 0% / /]R+ y n ul/dc>) =71 dudy,

1
donc pour o = (yog) =14 :

E [0 Es D] s exp / / (2 +011C) ) 0" doda
p—0 Rd JR,
et on reconnait la formule de la fonction caractéristique de A, (¢) avec la formule donnée a la Proposition O



3.3 Reégime "petit rayon"
Théoréme 3.3. Supposons V & queue lourde de paramétre v €]1,2[. Si )\Fp(l) — 0, alors :
Irnp —E(Jx,)  'nr?

e (L/F,) " (0,0

ol (1/?,,)_1 désigne linverse généralisée de 1/F,, définie par (1/Fp)_1 (v) = inf{t > 0| ﬁ > v}, ¢y est une

constante et A, désigne une fonctionnelle centrée sur L' N L? caractérisée par :
1 2 Ay (4) ¥ : ™
Voe L-NL* E|e™ =exp(—0o, 1—1B¢,tan7

o vy
avec oy = ”d)”v et B = H¢+H‘T¢HH3¢7H7'
Démonstration. La preuve qui suit est peu détaillée. Pour plus de précisions, on renvoie a article [4] et au livre [7].
En utilisant les résultats sur la fonction U, les corollaires du théoréme de Karamata (avec p = 1 et ¢ = 2) et les
fonctions maximales de la sous-section 1.4 pour une domination, on commence par montrer que pour ¢ € L' N L?,

/ U (vmg(z, bv)) A F, /p(dv) — / T (vo(z)) v Y do (11)
Ry p=0 Ry

ot I'on a noté b = (1/?,))71 (7). L’étape suivante est d’intégrer cette relation limite sur R?. En choisissant ¢ > 0 tel
que v € [1 +¢&,2 — €], puisque |¥(v)| < 2min(|v],v?) < 2min(jv|7~¢, [v|7+€) et par définition de la fonction maximale
associée a ¢,

10 (vm(a, bo))| < 2 ()% + 0 (2)74) (775 A7)

En utilisant le Corollaire avec p =y —¢ et ¢ = v+ &, on voit que pour p assez petit (pour avoir une inégalité a
partir de I’équivalence) :

2e +4
€

/R U (v, bo))| A pp(dv) < (u(2)7™ + 6u(2)7) .

Le lemme [1.1| assure alors que la borne ci-dessus est intégrable, et en rappelant ’équation :

E [exp (HA»*‘X’)‘;EW(‘”])} e ( L./ + w<v¢<x>>v-v-1dvdx> — E [exp (ic, A, (9))].

ou la derniére égalité repose sur des résultats issus de [4] et [7]. Le résultat de Cramér-Wold permet & nouveau de
conclure quant & la convergence des lois fin-dimensionnelles. O

4 Propriétés des limites

Cette section présente quelques résultats sur les limites obtenues dans la partie précédente.

4.1 Reégime "grand rayon"

Proposition 4.1. La fonctionnelle aléatoire W, ¢ est auto-similaire. Plus précisément, pour s > 0, si ¢ : A — ¢(sA),
alors les processus ¢ — W, c(¢s) et ¢ — s W,.c(¢) ont les mémes lois fini-dimensionnelles.

Démonstration. Pour vérifier que les processus ont les mémes lois fini-dimensionnelles, il suffit de voir qu’ils ont méme
moyenne et méme opérateur de covariance, car ils sont gaussiens. Ils sont tous deux centrés et :

B, W, ) = [ [ K cle =) oufdin)

=[] e (551 stanpucan)

(y—1)d (y=1)d

= sOTVIR W, o(p)W, ()] = E [S#W%c(qb) S#Ww,c(w)} )

puisque 'opérateur K, ¢ a la propriété d’auto-similarité suivante :

K, claz) = /+<>O ‘((afdv)fl/dx + O) NClv 7dv = /+Oo ‘(ufl/dz + C’) N C" (au)™" a’du
0 0

= a1IK o().



Théoréme 4.1 (Long range dependence). La fonctionnelle aléatoire W, ¢ est & dépendance & longue portée, i.e. :

lim |Cov (W, c(B1), Wy,c(Br\B1)) | = +oc.

r—00

Démonstration. On commence par écrire, en rappelant que K, ¢ est positif :

|Cov (W, c(B1), Wy,c(B:\B1)) | = / / K, c(z —y) dady.
By JB,\B;

Par convergence monotone,

7—00

i, [Cov (W, (B1). Wo.c(BABD) = [ [ K oe—y) dod.
By JB¢
Or, en appliquant le théoréme de Fubini-Tonelli & z fixé :

K,c(x—y dy—/ / vz — )—i—C)ﬂC’v Tdvdy
B(‘ (‘

+oo
= / / / Lycoytvr/ac dudy v dw
0 ¢ Jol/do ‘

+oo +oo
1
B / / ‘Bf A (y i Ul/dC)’ dyv 7" do > 7/ v 7 dv = 400
0 z—vl/dC 2 2|B; |

puisque |B{ N (y + v/4C)| > v — |B1| > % dés que v > 2|By|. La derniére intégrale diverge car —y + 1 €] — 1,0[. On
en déduit immeédiatement le résultat voulu (car |B;| > 0). O

4.2 Régime intermédiaire
Théoréme 4.2 (Long range dependence). La fonctionnelle aléatoire J o est aussi & dépendance a longue portée.

Démonstration. On remarque en fait que J3 o et W, ¢ ont méme covariance, en écrivant d’apres I'équation :
;

E[1.c() 7o) = /R oz + v/ 10w + 010 dzp v dy

4 JR
Lm0 s

N / | Kaoly = 2) 8(dy)u(dz) =EW,.0()Ws.c ().

Cela suffit & conclure. O

Remarque 4.1. Contrairement & W, ¢, la fonctionnelle J o n'est pas auto-similaire.

4.3 Reégime "petit rayon"

Proposition 4.2. La fonctionnelle aléatoire A, est auto-similaire. Plus précisément, pour s > 0, si ¢, : ¢ — sdq’)(sx),
(v—1)d
alors les processus ¢ — A, (¢s) et ¢ — s 5 A (¢) ont les mémes lois fini-dimensionnelles.

(v=1)d
Démonstration. Par linéarité de A, il suffit de vérifier que les variables A, (¢;) et s 5 A, (¢) ont méme loi (Cramér-

Wold). Pour cela, considérons la fonction caractéristique. On commence par écrire :

oy = [ | Is*otsa)l"do =070 [ o) ay.

(y=1)d (y=1)d

®|.., dont on déduit : 0. = s 7 o0y et By, = Bs. De la:
vy (z)s ¢7 d)s d’
E [em”(‘bs)} = exp (—U;S (1 — 14, tan 7;—7))

A (v=1)d
—exp (~0 D47 (1 - 18, tan ) ) — [ (¢ ¢>] _

Donc [|¢sll., =

2

10
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