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1 Préliminaires mathématiques

Les notions et résultats présentés dans cette partie sont des outils pour la suite. Les démonstrations des
théorémes énoncés peuvent étre trouvées dans les références proposées ([5]).

1.1 Notions de probabilités

Définitions 1.1. Soit €2 un ensemble.
Une tribu F sur € est une famille de parties de ) telle que :

(i) 0eF
(i) FeF=>F°eF

(i) (Ap)nen € F = U An e F
neN

Un espace mesurable est la donnée d’une telle paire (€2, F).
Une mesure de probabilité P sur (2, F) est une application F — [0, 1] telle que :

(i) PO0) =0, P(Q) =1
(ii) P (ﬁl Ai) = _iP(AZ-)

o)
ou la notation | | A; désigne une union disjointe d’éléments de F.
i=1
Un espace probabilisé est la donnée d’un triplet (£, F, P) comme ci-dessus.

Un espace probabilisé (Q, F, P) est dit complet si F contient toutes les parties de {2 de mesure extérieure
nulle (ensemble des F' € F tels que P*(F) = inf{P(G), G € Fet F C G} =0).

Quitte & ajouter & F l’ensemble des négligeables au sens de la mesure extérieure et a adapter P (en la
prolongeant par 0 sur ces nouveaux ¢éléments), il est toujours possible de rendre un espace probabilisé com-
plet. Dans la suite, I’espace de travail sera donc supposé complet.

Une partie F' de Q2 est dite F-mesurable si F' € F.
La tribu engendrée par une partie U de Q est la plus petite tribu contenant U, & savoir

oU)= ()| H

UCH tribu

(c’est une tribu comme intersection de tribus).

Une application Y : @ — R™ est dite F-mesurable si :
YU € B(R"), Y ' U)={weQ, Y(w)eU}ecF

La tribu engendrée par Y est alors o(Y) = {Y~1(U), U € B(R")}.
Une variable aléatoire sur (Q, F, P) est une application X :  — R™ F-mesurable.

Remarque 1.2. Toute variable aléatoire X induit une mesure de probabilité, appelée distribution de X,
donnée par :
VB € B(R"), jx(B) = P(X~'(B))

Si X € LP(Q, P), i.e. [, |X|PdP < oo, alors on définit le moment d’ordre p de X par :

B(7) = [ Xwrapw) = [ adux(a)

n

Lemme 1.3 (Lemme de Doob-Dynkin). Si X,V : Q — R", alors Y est o(X)-mesurable, i.e. 0(Y) C o(X),
si et seulement si g : R™ — R™ borélienne telle que Y = g(X).



Définitions 1.4. Deux éléments A, B € F sont dits indépendants si P(AN B) = P(A)P(B).
Une famille {H;,i € I}, I ensemble d’indices, est dite indépendante si :

k
Vk €N, Viy,...,ig € I, P(H;, N...0 H;,) = [[ P(H;,)
j=1

Une famille {X;,7 € I} de variables aléatoires est dite indépendante si {o(X;),i € I'} est indépendante.
Remarque 1.5. Si X,Y sont indépendantes et dans L!(Q, P), alors E(XY) = E(X)E(Y).

Définitions 1.6. Un processus stochastique est une famille de variables aléatoires {X;}ier, T ensemble
d’indices, sur un espace probabilisé (2, F, P) a valeurs dans R™. Généralement, T'= R, ou T = [a, b].

Un processus stochastique peut étre vu comme une fonction a deux variables X : T x Q — R"™ définie par
X(t,w) = Xi(w).

Les distributions de X sont les mesures de probabilité de la forme suivante :

BR")E  — [0,1]
(Fl,...,Fk) — P(theFl,...,thEFk)

Théoréme 1.7 (Théoréme d’extension de Kolmogorov). Siv = {4, 4., k €N, (t;) € T*} est un ensemble
de mesures de probabilité vérifiant les conditions de consistance suivantes pour tout k € N :

(Z) Yo € S({l, N k}), Vt0(1)7...,t,,(k)
(ZZ) Ym S N, th,...,tk(Fl X ... X Fk) =Vt

bk s bhtm

(F1 X ... X Fk) = th,‘..,tk(Fofl(l) X ... X Fo—l(k))
(F1 X ...x Fpy xR"... xR")

alors, il existe un espace probabilisé (Q, F, P) et un processus stochastique {X;} tels que
Vt1,~~~7tk(F1 X ... X Fk) = P(th (S F17. .. ,th € Fk)

Remarque 1.8. Cet énoncé constitue une forme de réciproque a ’observation précédente : les distributions
d’un processus stochastique sont des mesures de probabilité et, réciproquement, sous une condition dite
de consistance, des mesures de probabilité permettent de construire un processus stochastique associé. La
preuve utilise notamment le théoréme d’extension de Carathéodory (non rappelé ici).

Définition 1.9. Soient {X;}ier, {Y:}ier deux processus stochastiques sur (Q, F, P). {X;} est une version
de (Y, 51Vt € T, P(X, = ¥;) = P({u, Xo(w) = Ys(w)}) = 1.

Théoréme 1.10 (Théoréme de continuité de Kolmogorov). Si X = {X;}ier vérifie :
Y7 >0, 3a,6,D >0,Y0 < 5,t <7, E(|X; — X,|%) < D|t — 5|+

alors il existe une version continue de X.
Autrement dit, il existe Y = {Y; }rer version de X telle que t — Yi(w) est continue pour presque tout w.

1.2 Mouvement brownien

La construction du mouvement brownien repose sur le théoréme d’extension de Kolmogorov, pour les
mesures détaillées ci-dessous. Notons pour z,y € R™, ¢ > 0,

(t ) 1 ‘J} B y|2
, T, Y) = ———= exp | —————
P Y (27t)n/2 P 2t
Puis, si 0 <ty <... <1y, notons vy, .+, la mesure définie par :

(Fl X ... X Fy)— p(tl,.’)’;,xl)p(tg —t1,%1,%32) .. .p(t}.C — tkfl,xkfl,l’k)dxl ...dxy
FiX...XFy,



avec pour convention p(0,z,y) dy = 0, (y).

Cette famille vérifie les hypothéses du théoréme d’extension de Kolmogorov : il existe pour chaque z € R"
un espace probabilisé (€2, F, P*) et un processus stochastique {B;};>¢ sur € tels que :

th,...,tk(Fl X ... X Fk) = ]D:E(Bt1 € Fla-~-7Btk (S Fk)

Définition 1.11. Un tel processus est un mouvement brownien partant de z.

Propriétés 1.12. (i) P*(Bp=z) =1

(ii) {B:}: est un processus gaussien, i.e. YO < t1 < ... < tg, (By,...,B,) suit une loi normale de
moyenne M = (x,...,x) € (R")* et de covariance
til, 1, ... til,
tI, tol, ... tol, .
C= : : : = (mln{ti7tj}ln)1§i7jgk
til, tol, ... tipl,

(iii) Vs,t >0, E*(B;) =z et Cov(Bs, B;) = E*((By — z)(Bs — z)) = nmin{s, t}
(iv) Yt > s, E°((B; — Bs)?) = n(t — s).
(v) VO<t; <...<ty, (By,Bt, — B¢, ...,Bi, — By,_,) sont indépendants.

Remarque 1.13. En particulier en dimension 1, B; ~ N (x,t) et si t > s,
Bt —Bs NN(O,t—S) NBt—s

Démonstration.
(i) La loi de By est une loi normale dégénérée N'(x,0) = 4§, et P*(By = z) = f{m} 5y = 1.
(ii) Cela découle de la définition par les mesures ci-dessus.
(iii) Cela découle de la lecture des parameétres de la loi normale n-dimensionnelle.
(iv) En développant le carré et en utilisant I’expression de la covariance (quitte a retrancher x, on suppose
x=0):
E*((B; — By)?) = E*(B}) — 2E*(BB;) + E(B2%) = nt — 2nmin{s,t} + ns = n(t — s)

(v) Les processus sont gaussiens donc il suffit de vérifier qu’ils sont non corrélés pour assurer I'indépen-
dance :

COU(Bt2 - BtlﬂBt4 - Bt3) = Ew(BtQBM) - Ex(BtlBM) - Ex(Btths) + Ex(BtlBtS) =0

O

Plutét que de construire le mouvement brownien avec le théoréme d’extension de Kolmogorov, il est possible
de le définir de maniére équivalente & I'aide des premiéres propriétés énoncées ci-dessus.

Définition 1.14 (Définition uni-dimensionnelle).
Le mouvement brownien uni-dimensionnel est un processus stochastique {By}i> :
(i) & accroissements indépendants : Vt > s, B; — B, est indépendant de {By }.,¢[o,s]
(ii) & accroissements stationnaires et gaussiens : Vt > s, By — Bs ~ N (0,t —s) ~ By_g
(iii) presque stirement continu : ¢ — B;(w) est continue presque sirement.

Le mouvement brownien est dit standard si I’on suppose de plus By = 0.



Définition-Proposition 1.15 (Définition équivalente).
Le mouvement brownien uni-dimensionnel est un processus stochastique {By}> :
(i) gaussien vérifiant Vs,t > 0, E(B;) =0 et E(B;B;) = min{s, t}

(ii) presque s@rement continu.

Démonstration. On se place ici dans le cas standard. Commencons par le sens 1.13=-1.14. Les hypothéses
de la définition 1.13 assurent que V¢ > 0, B; est gaussien de loi N(0,t). Soient 0 < #; < ... < #;. Les
(Bt, )i sont tous gaussiens et (By,, By, — By, ..., By, — By, _, ) sont (gaussiens) indépendants, donc (B, , By, —
By, ..., B, — By, _,) est gaussien, puis par opérations sur les coordonnées, (By,,..., B, ) est gaussien. De
plus,sit > s >0,
E(By) = E(N(0,1)) =0
1 t—s5—(t—5)

E(B;B;) = Cou(Bs, Br) = 5 (V(Bt) = V(Bs) = V(B = Bs)) = ————— =5

Réciproquement, si le processus est gaussien, alors il suffit de montrer la non corrélation pour avoir 'indé-
pendance. Nous avons pour ¢t > s > u >0 :

Cov(B; — Bs, B,) = min{t,u} — min{s,u} =0
De plus, By — Bs (t > s) suit une loi normale, dont les paramétres sont :

E(B; — B,) = E(B;) — E(Bs) =0 et V(B; — B,) = E(B?) + E(B?) —2E(B,B;) =t — s

Donc Vi > s, By — Bs ~ N(0,t —s) ~ By_s. O
Définition 1.16 (Définition multi-dimensionnelle). Le mouvement brownien n-dimensionnel est un pro-
cessus {B; = (B},...,B")}t>0 ou les B sont eux-mémes des mouvements browniens uni-dimensionnels
indépendants.

Remarques 1.17. Les trajectoires du mouvement brownien sont presque sirement nulle part dérivables :
presque sirement, t — B;(w) est continue nulle part dérivable.

Il est aussi possible de construire le mouvement brownien comme une limite en loi d’une marche aléatoire
normalisée.

1.3 Intégrale d’It6

Définitions 1.18. On désigne par F; ou ]—"t(") la tribu engendrée par {B;s(.), s < t}, i.e. la plus petite tribu
contenant :

{w, Vk € N, Vt1,...,t <t, VF1,...,F, € BR"), B, (w) € F;, Vi€ {1,...,k}}
La famille de tribus (F;);>0 est croissante (s <t = F, C F; C F).

Soit {N;}; une famille de tribus. Une famille d’applications {g(t,w)}+>0weq est dite {N;}-adaptée si V¢ >
0, w— g(t,w) est Ny-mesurable.

On note V = V(S,T) 'ensemble des applications f : Ry x Q@ — R™ vérifiant :
(i) (t,w)— f(t,w) est Ry x F-mesurable

(ii) {f(t, w)}i>0,wea est Fi-mesurable

(iii) E([q f(t,w)2dt) < oo



Construction de 'intégrale d’Ito

=

Pour ¢ € V élémentaire, i.e. de la forme ¢(t,w) = > e;j(w)ls;<i<t,,,, on pose pour définition :

Jj=1

/ o(t, w)dBy(w / Zej W)t <t<t;y, dBi(w 26] [Bi;r — B, (w)

Les lemmes suivants permettent d’étendre cette définition & f € V.

Lemme 1.19. Soit g € V bornée telle que Yw € , g(.,w) est continue.

T
I Pn)nen € YN élémentaires, E (/ (g— ¢n)2dt> 0

S n—oo

Démonstration. Puisque g € V, les fonctions suivantes sont élémentaires :

n

bn(t,w) =D gty )i i<ty

j=1

De plus, par continuité de g(.,w) pour chaque w, il vient :

T
Yw € Q, / (g9 — ¢n)*(t,w)dt —— 0
S n—oo
Le résultat est obtenu par convergence dominée. O

Lemme 1.20. Soit h € V bornée.

3(gn)nen € VN bornées,Vn € N, Yw € Q, gn(.,w) est continue

T
et E (/ (h —gn)2dt> —0
S n—oo

Démonstration. Le caractére borné de h assure l'existence d’un réel M tel que pour tout couple (¢,w),
|h(t,w)| < M. Construisons sur R une approximation de I'unité (¢, )nen de sorte que pour n € N, supp(¢,) C
[—L,0] et [, ¢ = 1. Posons alors :

t
VneN, V(t,w) ER X Q, gn(t,w) = / Yn(s —t)h(s,w)ds
0

Ainsi définies, les fonctions g,, vérifient les hypothéses du lemme précédent (la mesurabilité est un point
difficile, voir Brownian Motion and Stochastic Calculus de Karatzas et Shreve). De plus,

T
Vw e Q, / (gn(t0) — h(t,w))2dt —— 0

S n—r oo
Le résultat est ici aussi obtenu par convergence dominée. O

Lemme 1.21. Soit f € V.

n—oQ

T
I(hn)nen € Al bornées, F (/ (f - hn)zdt> 0
s



Démonstration. Il n’est pas nécessaire que la suite (h,) soit bornée, mais plutot que chacune des fonctions
hy, le soit pour entrer dans le cadre du lemme précédent (applicable a chaque h,,). Le majorant de h,, peut
donc dépendre de n. A partir de 14, il suffit de poser pour (¢t,w) € R x  :

hn(t7w) = f(tvw)]l—ngf(t,w)gn - n]lf(t,w)<—n + n]ln<f(t,w)
La suite ( /. ST (f — hp)?(t,w) dt) est stationnaire de limite nulle pour tout w. Le résultat est encore une fois
n
obtenu par convergence dominée. O

En somme si f € V, alors il existe une suite de fonctions (¢, )nen € VY élémentaires, vérifiant :

T
E(/s (f = 60) dt) ——0

Définition 1.22. Soit f € V. L’intégrale d’It6 de f est définie comme :
T

If](w) = /S F(tw)dBi(w) = Tm [ 6, (tw)dB,(w)

n—oo S

ot les (¢, )nen sont choisies comme ci-dessus : E (fST(f - ¢n)2dt> — 0.
n— oo

Les propriétés suivantes sont claires pour les fonctions élémentaires et découlent simplement du passage a la
limite.

Proposition 1.23 (Isométrie d’Ito).

VfeVv, E (/S f(t,w)dBt(w)> :E</S f(t7w)2dt>

Propriétés 1.24. Soient f,g € V(0,T7),0<S<U < T.

(i) Relation de Chasles : fST fdB; = féj faB; —i—fg faB;

(ii) Linéarité de l'intégrale : Ve € R, fg cf + gdB; = cfg fdB; + fg gdB;
(iii) E (fSdeBt) =0

(iv) fST fdB; est Fr-mesurable.

1.4 Martingales & temps continu
Définition 1.25. Un processus stochastique {M;};>o est une martingale pour la filtration {F;};>0 (i.e.
{Fi}+>0 est une famille croissante de tribus : s <t = F; C F;, C F) si:
(i) Vt > 0, M; est Fy-mesurable
(i) V¢t >0, M; est L', i.e. E(|M;]) < oo
(ili) Vs >t >0, E(M|F;) = M,
Proposition 1.26. Le mouvement brownien {B;}i>o est une martingale pour la filtration {F;}1>0 associée
(F: est la tribu engendrée par {B(.),s < t}).
Démonstration. (i) ¥t > 0, By est Fy-mesurable par définition.
(ii) Vt >0, E(|B:])> < E(B}) =nt <
(iii) Vs >t >0, E(Bs|F:) — Bt = E(Bs — B|F:) = E(Bs — By) = 0 (Bs; — B; indépendant de F3).



Définition-Proposition 1.27 (Autre définition du mouvement brownien).
Le mouvement brownien est une martingale continue telle que {M? — t} est une martingale.

Théoréme 1.28 (Inégalité de Doob). Si {M;} est une {F;:}-martingale, telle que t — M(w) est continue
p.s., alors :

1
W21A#ZQVA>QP<SM>AMZA>§lﬂMﬂﬂ
0<t<T AP

Théoréme 1.29. Si f € V(0,T), alors il existe une version continue de

0, 7] — R
t o fo f(s,w)dBs(w)

pour presque tout w, i.e. il existe un processus stochastique continu {J;} sur (Q, F, P) tel que

vt € 0,7, P(Jtz/tde> =1
0

Démonstration. Soit (¢n)nen suite de fonctions élémentaires telles que :
T
B( [ (7-owpa) —0
0 n—oo

I, (t,w) /¢nsw)dB( et Iy(w /fsde w), Vt €[0,T)

Posons :

Les I,,(.,w) sont continues sur [0,7], et l’on a :

E(L(s,w)|F1) — (/ ¢ndB|]-"t) ZE( BBy, ~ By

Par 'inégalité de Doob appliquée a la martingale (I,, — I,,), il vient :

FymlF)) =0

T
P<mm|h@)hﬁJh%)S;E<A(%Gw)¢m@wwﬁ>-~%0

0<t<T n,m— oo
Quitte & extraire une sous-suite, il est possible de majorer chacun de ces termes par le terme général d’une

série convergente (par exemple 2%) et le lemme de Borel-Cantelli assure alors :

1
pour presque tout w, Jko(w), Yk > ko(w), sup [Iry1(.,w) — Ix(.,w)| < ok
(0,77
ou la suite extraite est notée comme la précédente.
De 14, (Ix(t,w)) converge uniformément sur [0, 7] presque strement, donc est de limite continue. La conver-

gence L? est aussi assurée. D’autre part, I,,(t,.) converge dans L? vers I(t,.). Cela termine la preuve, par
unicité de la limite et par continuité de la limite uniforme presque partout. O

Autrement dit, quitte & changer 'intégrale d’It6 ci-dessus par une de ses versions, on peut toujours supposer
qu’elle est t-continue.

Corollaire 1.30. SiVT >0, f € V(0,T), alors le processus stochastique {M; = fo )dBs}i>0 est une

{Fi}-martingale et :
P (s 1001>0) < Uf&w )
0<t<T

Démonstration. 1l suffit d’appliquer 'inégalité de Doob pour p = 2 puis d’utiliser la propriété d’isométrie de
I’intégrale d’Ito. O



1.5 Processus d’Ité - Equations stochastiques

Définition 1.31. Un processus d’Ité (aussi appelé intégrale stochastique) est un processus stochastique {X;}
de la forme :

Xt (w) = Xo(w) —|—/O u(s,w)ds+/0 v(s,w)dBs(w)

ou les différents facteurs vérifient les propriétés suivantes :
(i) veWg = () Wu(0,T) avec VT >0, f: Ry x Q — R est élément de Wy (0,7T) si :
T>0

— fest B(R,) x F-mesurable
— H{H,} >0, {Bi} est une {H,}-martingale et {f(¢,.)} est {H,}-adaptée

— P (fOTf(s,w)st < oo) =1
(i) P (fotv(s,w)2 ds < oo Vt > 0) =1
(i) u est {H;}-adaptée (avec {H;} pris ci-dessus) et P (fg lu(s,w)|ds < oo ¥t > O) =1
Remarque 1.32. L’expression vérifiée par le processus d’It6 se réécrit parfois :
dX; = udt + vdB;

Cette écriture est appelée équation différentielle stochastique.

Théoréme 1.33 (Formule d’It6 en dimension 1).
SigeC?(Ry x R,R) et {X;} est un processus d’Ité donné par

dXy =udt+vdB;

alors {Y; = g(t,; )} définit & nouveau un processus d’Ité caractérisé par I’équation :

dg dg 1 9% 2
dY, = a(t7Xt) dt + a(tXt) dX; + 5@(@)(0 (dX¢)

ot la regle de calcul pour (dX;)? = dX; - dX, est la suivante :
dt-dt =dt-dB; = dB; -dt = 0 et (dB;)? = dt
La preuve de la formule d’Itd n’est pas détaillée ici et peut étre trouvée dans les références proposées.

Exemples 1.34. Pour ¢(t,z) = % et g(t,z) = tx par exemple, on obtient les relations :

t t t
1
/ BydB, = = (B} —t) et / sdBy = tB; f/ B.ds
0 2" 0 0
Il est possible d’obtenir ces relations & partir de la définition de 'intégrale d’Ito6 (en tant que limite), mais
c’est plus pénible.

Corollaire 1.35 (Intégration par parties pour 'intégrale d’1t0).
Si f € CH([0,1]), alors :

| s, = f0B. - [ B.rsjas
0 0
ou encore sous forme différentielle :

d(f(t)Bt) = Buf'(t)dt + f(t)dB,

Démonstration. 11 suffit d’appliquer la formule d’Ito ci-dessus a la fonction g(t,x) = f(t)z (dérivable une
fois en t et deux fois en x ce qui suffit). O



Remarque 1.36. La formule d’intégration par parties reste vraie pour f continue & variations bornées, en
remplacgant f'(s)ds par df(s).

Les considérations ci-dessus peuvent étre effectuées dans R™ de maniére similaire.

Définition 1.37. Un processus d’Ité6 n-dimensionnel est un processus stochastique de la forme :
dX™ = udt + vdb{"™

Xi(t) Uy dB(t)
ol Xt(n) = : cu=| 1 |,v=(vij)ij € Mpmet dBt(”) = : avec (By, ..., B,) mouvement

Xn(t) U, dB,,(t)
brownien n-dimensionnel, et ot les (u;) et les (v; ;) satisfont les hypothéses de la définition précédente.

Théoréme 1.38 (Formule d’Ito6 généralisée).
Sig=(g1,-..,9p) € C*(Ry x R",RP) et {X;} est un processus d’Ité6 n-dimensionnel donné par I’équation
stochastique :

dX(t) = udt + vdB(t)

alors Y (t) = (Y1(t),...,Y,(t) = g(t, X (t)) est un processus d’Ité p-dimensionnel vérifiant :

dYi(t) = 88 dt+zagk £))dX;(t) Z o g’“ (t, X (t))dXi(t) - dX;(t)

1<1 J<n

ot la régle de calcul pour dX; - dX; est la suivante :
dt-dt =dt- dBi = dBZ -dt =0 et dBZ . dBj = 5i7jdt

Les deux théorémes qui suivent sont des théorémes de représentation permettant d’exprimer des variables
aléatoires L? comme des processus d’Ito.

Théoréme 1.39 (Représentation d’Ito).
Si F e L2(FY, P), alors 3\f € V(0,1), F = E(F)+ [} f(t,.)dB;.

Théoréme 1.40 (Représentation de martingales). Soit B(t) = (Bi,.(t).., Bn(t)) mouvement brownien n-

dimensionnel. Si {M;} est une Ft(n)—martingale L2, alors il existe un unique processus stochastique g =
{g(s,w)}s>0.weq tel que V¥t >0, g(t,.) € VM ([0,T]) et

M, = E(M,) Jr/o g(s,.)dBs
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2.1

Equations cinétiques - Comportements asymptotiques

Généralités

Les observations et modélisations de phénomeénes dans des populations peuvent étre faites a différents ni-
veaux. On en distingue trois :

(i)

(iii)

le niveau microscopique ou 'on distingue chaque particule (atome, molécule, microbe...) individuelle-
ment. C’est le cadre de I’étude de la dynamique des particules (isolées), subissant les lois de la mécanique
régies par les équations de Newton notamment.

ou X désigne la position d’une particule, v sa vitesse, F' I’ensemble des forces s’appliquant sur la
particule. (fonctions du temps t)
w1 la masse d’une particule.

le niveau macroscopique, celui observable a I’eeil nu (écoulement d’un fluide par exemple), on ne dis-
tingue plus 'individu. C’est le contexte adapté aux modéles continus. On peut notamment citer les
équations de Navier-Stokes dans ce cadre d’étude :

po(Opw+v-Vuv)—vAyw=—-Vp+ F

V.v=0
ot v désigne la vitesse du fluide, p la pression du fluide, F' ’ensemble des forces s’exercant sur le fluide
(fonctions de lespace z et du temps t)

v est un coefficient de viscosité (v > 0)

po est la masse volumique du fluide (supposée constante).
L’équation V.v = 0 traduit I'incompressibilité du fluide.

le niveau mésoscopique, intermédiaire, ot ’on forme des groupes d’individus a grande échelle : on étudie
alors des données moyennes (position, vitesse, accélération...). C’est la théorie cinétique. Les équations
cinétiques s’écrivent de maniére générale :

O+ vVl 4 Vo = LO(f)

ou f€ désigne la distribution (densité de probabilité de particules, fonction du temps ¢, de ’espace z,
de la vitesse v)
F' est une force extérieure agissant sur les particules (dérivant souvent d’un potentiel : F' = -V, V)
Q@ est un opérateur (en général non linéaire), dit de collision, modélisant les chocs subis par les
particules.
Une telle équation est généralement accompagnée d’une condition initiale :

V(z,v) € RY £5(0,2,0) = folz,v)

Remarque 2.1. Il est possible de passer par exemple de 1’état microscopique au mésoscopique, puis au
macroscopique en moyennant les valeurs de position et de vitesse et en passant & la limite sur le changement
d’échelle (¢ — 0).

Il est par contre trés difficile (souvent méme impossible) de faire le chemin inverse, & savoir partir d’une
situation continue et obtenir le comportement de chaque individu.

2.2

Quelques exemples d’équations cinétiques

Voici ci-dessous quelques exemples d’équations cinétiques bien connues. Elles proviennent notamment de
la physique.
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(i) Equation de transport linéaire
1
Oeff+v-Vift= g£f€+€G

ot G est un terme source et £ une forme linéaire (que nous ne détaillons pas ici).

(ii) Equation de Viasov :
atf€+v'vwf€+F'vaE =0

ou F est la force subie par les particules.

(iii) Equation de Boltzmann :
1
Of*+v-Vyfs= EQB(fE)
ou Qp est opérateur de collision de Boltzmann traduisant des collisions entre deux particules. Pour
une collision dans la direction ¢ € S, si v, v, sont des vitesses pré-collisionnelles, alors on note les
vitesses post-collision :

U,:v+v*+|v—v*|aetv, _ vt |[v — vyl

2 2 * 2 2

On définit alors 'opérateur de collision comme suit :

ArNw = [ [ Bo= o) f0)5w) — F0)(w.) dodv.

avec B noyau de collision de Boltzmann.

Remarque 2.2. Les équations cinétiques sont présentes dans de nombreux domaines des mathématiques,
tels que la modélisation de gaz rares, la dynamique des fluides, I’astrophysique, la biologie (les biomathéma-
tiques), les sciences sociales...

11



3 Cas du modéle ponctuel

3.1 Introduction

Dans cette partie, l'idée est de modéliser I’évolution d’une population ayant la possibilité de former (et
détruire) des liens. C’est notamment le cas des réseaux sociaux en sociologie, ou des amas de protéines dans
le corps humain en biologie. Les hypothéses simplificatrices suivantes sont prises en compte :

(i) les particules sont des éléments ponctuels avec un déplacement aléatoire

(ii) pouvant former des liens (ou détruire un lien existant) & distance aléatoirement (i.e. avec une certaine
probabilité)

(iii) deux particules interagissent lorsqu’un lien les relie.

Dans la suite, N désigne le nombre de particules et K le nombre de liens existant.

L’objectif est alors de déterminer les équations cinétiques (lorsque les nombres de particules et de liens
tendent vers I'infini) régissant le systéme a partir des équations vérifiées par :

— la distribution de particules

— la distribution des liens.

Le processus de formation / destruction d’un lien est supposé "rapide", ce qui signifie que le temps corres-
pondant est négligeable devant le temps d’observation du systéme. Des expériences en biologie par exemple
montrent que cette hypothése est raisonnable.

Cadre : Un lien peut se former entre deux particules i et j de positions X; et X; si |X; — X;| < R ou
R s’interpréte comme un rayon d’action. En d’autres termes, une particule ne peut former un lien avec une
autre que si elles sont assez proches.

Le lien est créé selon un processus de Poisson avec probabilité V}V et un lien existant est détruit de la méme
maniére (quelle que soit la distance séparant les particules reliées) avec probabilité l/év . Ces probabilités
dépendent du nombre de particules N. (Intuitivement, plus il y a de particules, plus il est facile de former
des liens.) En particulier, si At désigne un laps de temps :

P(formation d’un lien X; <+ X; en At si |X; — X;| < R) = V}VAt

P(destruction d'un lien X; <+ X; en At) = v} At

L’interaction entre deux particules liées est donnée par un potentiel symétrique (les deux particules liées
subissent les mémes effets) de la forme :

V(X3 X;) = U(|Xi = X;)
On verra notamment dans la suite le cas particulier du ressort.
Entre deux événements de création / destruction, les positions des particules vérifient ’équation stochas-

tique :
dX; = —puVx,Wdt+v2DdB; Yie{l,...,N}

ot chaque B; désigne un mouvement brownien bi-dimensionnel (B}, B?) traduisant le déplacement aléatoire
D > 0 coeflicient de diffusion
1> 0 coefficient de mobilité des particules

K
W =3 V(Xiw), Xjm)) avec (X;), Xjx)) la paire formant le lien k.
k=1

12



Autrement dit, pour chaque particule i,

dX; = —p Z (Ve V(X Xj) + Vo V(Xiry, X)) dt + V2DdB;

=i(k)
K
= _“Z (Vo V(Xithy, X)) Vizitk) + Vo V(Xir) X)) Lizj)) dt + V2DdB;
k=1

3.2 Systéme cinétique

On définit ci-dessous les densités empiriques de particules et de liens.

1 N
=N Z | )
i=1

K
9" (21,22,8) = QKZ%,@ (X (X0 (1) T L@ 2)=(X; 00 (6. X100 (0))

T oK Z Loy =Xy () Do =X 00 &) T Laa =X 00y () Do =10 (1)
k=1

On introduit aussi la densité de paires (”nombre moyen de paires" entre deux points) :

WY (21,9, 1) = Z Ly )= (X2 (8).X5 (1))
1753

Dans la suite, on suppose que les limites suivantes existent (au moins au sens des distributions) :
f(.’If,t) = lim fN(x’t) g(xla'r27t) = lim gK(x17m2;t)
N—o0 K—o0
h(zy,x9,t) = lim AN (x1, 29, 1)

vy = hm I/f et vy = hmooyd

Théoréme 3.1 (Systéme cinétique couplé). Si les hypothéses précédentes sont vérifiées et si « %\ifm K
,N—o00

&> 0, alors :

atf(xvt) = DAzf(zvt) + Qﬂgvr ' F(:ZZ,t)
Og(@1,22,t) = D (Ay, g(21, 22, 1) + Ay, g(21, 22, 1))

o (- (1020 s, ) v, (B0, )

+ L (. Oz, —as|<r — Vag(x1,T2,1)

2€

ot l'on désigne par F la fonction
Fi(t) = [ ooV, Viz)dy

Remarque 3.2. Dans ce cadre, ¢ désigne le nombre moyen de liens par particule & la limite.

Démonstration. Pour ¢ et i des fonctions réguliéres & support compact :
(N (x,t), Z P(X
(g% (w1, m2,), (w1, 22)) K Zw (k) (1) + (X (8), Xiay (1))
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De plus, la formule d’It6 assure que :
1
do(X;(t)) = Vo(Xi(t))dX; + §A¢(Xi(t)) 2D dt

donc en utilisant les expressions précédentes sur d.X;, on obtient :

K

d

a(fN(x t), ¢ ZWﬁ ) (Var V(Xiry Xy Limicry + Vo V(Xi(r), Xjr)) Limjc))
i=1 k=1

D N
+N;A¢(X t

Remarquons que :

K

(Va, - (9"Va, V), 0) = oK% D VO(Xi1)Var V(Xiry: X)) + V(X (1)) Vi, V(X (1) Xir)
k=1

Donc en intervertissant les sommes et en utilisant la symétrie du potentiel V' (qui assure que V.,V (z1,22) =

va(x%xl)):
LU (@), pl) = 2o (9, F¥, )+ DIATY, 0)

ot Pon désigne par F¥ : (2,t) — [ ¢¥(z,y,t)V,, V (2, y)dy.
Par passage aux limites K, N — oo, par hypothése,

K
1 = li K_get 1 -
N fE=1 i gt =gt lm =€

donc lim FX = F et en particulier :
K—o0

O f = 2uéV, - F + DAf

Il s’agit maintenant de faire un raisonnement similaire pour g. Laissons pour le moment de coté les termes
de création et de suppression de liens.

%@K(xhxz,t),%ﬁ@h@ e Z dtw Xy (), X0 (1) + ZZJ( Xy (), Xigy (1))

La formule d’Itd permet de développer les facteurs ci-dessus sous la forme d’une somme de trois termes (ou
Pon ne note plus la dépendance en ¢ des positions) :

K
D
To:?Z Aa ¥(Xik), Xj)) + Do (Xjy» Xiw)) + Bays ¥(Xj ), Xiry) + Daa¥(Xiry, Xiir))
k=1

= < K(mhI?? )»Azﬂ/}(ﬂﬁhm)+A121/J(1’17I2)>
K

m
T1=—§2Vz1V(Xi<k')v 500) D Var (Xt X0 Licey=ice) + Vr (X 8y, X)Ly 0y=icar)
k/'=1 k=1
K
ZVmV 09> Xien) D Var o(Xigky, X500) Litny=i(rr) + Ve (X005 Xior) )L (k)= (k1)
k’ 1 k=1
K
Ty = — ZVIIV i) X560) D Vo ¥(Xichys X)) Licky=itn) + Vs (X, Xige)) Ly =icnr)
k’ 1 k=1

K
ZVIIV (k") Xk sz Xitey, X)) Liy=j ) + Var V(X 0y, Xik) ) Ljck)=3 v

k’l =1
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On introduit le nombre de liens dont I'une des extrémités est i(k’) pour simplifier I'expression de la somme
intérieure (sur k) a la limite :

K(x.
Cigrry = #{k, i(k) = i(k') ou j(k) = i(k')} = Kf]\? fjs)((;((f(;’;;)dy

En notant P(X; ), ) 9(Xiqwr),7) > on obtient (1)) :

- f Q(Xf,(k’yy)d

K
1
e, >V o (Xitrys X)) Ly =i(e)+ Vs 0 (X ) X)) L (ey=irr)
¢ k=1
2 (Ve D)X
— 00
. . K [ 9" (X000 dy J 9(Xiary9)dy s
Et puisque par hypothése, Cj) = NTY (X o) TN & TXo,)  Par symétrie,

K
N S
Puis en intégrant par parties et par le théoréme de Fubini, il vient :

d

£<9K(.’E17(E27t), 'Q[J(LC17£E2)> - CZ—‘(] + T] + T2

= 2ué(V,, - <W/g(xl,‘,t)vzl‘/(x1,')) (@1, 22))

(V- (W / g(-,u,twmvug,-)) (e, 2))

+ D<9K(x1a Z2, t)) Aivl ¢($17 1‘2) + Aw;ﬂﬁ(l‘l, .132)>
A la limite K, N — oo, les probabilités de formation et de destruction de liens sont données par :
vf
—h
3

Donc en incluant ces termes dans I’équation précédente, on obtient la relation pour g :

(1,22, t) 1|3, 4y |<r €t Vag(w1,T2,t)

8tg($17x2at) =D (Awlg(x17x27t) + AI29<x17$2)t))
+2ué <v11 . (g(%m’t)F(xl,t)> +Va, - (wp(@’t)))

f(z1,1) f(z2,1)
v
+ ?gh(xlv L2, t)]lla;l—wzlfR — vq9(21, 72, 1)
Cela conclut la preuve du théoréme. O

3.3 Normalisation du systéme

Dans cette partie, pour simplifier les expressions, on prendra D =1, u = 1.
Pour € << 1, on effectue le changement de variables spatiales et temporelle suivant :

T=ex, t=c¢ct, f.(,1)= %f(m,t)

U 1 o~ 1
Ge(T1,T2,1) = ;29(951,50270, he(Z1,22,t) = ?h(l‘lyx%t)
On suppose en outre que le potentiel est invariant lors du changement d’échelle et que :
l7f = €2Vf, Dd = 521/d

Pour alléger les notations, on n’écrira la dépendance en temps que lorsqu’il y a ambiguité.
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Théoréme 3.3. Si h. s’écrit ho(x1,x2) = fo(x1)fe(x2) et si les limites suivantes existent :
f=limf.,, g=Ilimg,.
e—0 e—0

alors elles vérifient le systéme suivant :

0uf (2,) = Auf(w,t) + Z—j;vz (f (@, OV (V = f)(2,1))

8tg(xvyat) f(a%t)f(yvt)]l\a:fmgl%

_ Y
N 2§Vd
o0 V est a support compact et vérifie pour i = 1,2 : V;V(x) = U'(|lz))1 1< -

Démonstration. Le changement d’échelle dans les équations de la sous-section précédente, en remarquant
que ]l\irazz\gé = 1|4, —4,|<r fournit :

30,9, = & (Ags Y |:V;i1 : (%Fs(@)) +Va, (WF(M)D

2 Vf
+e <2§h51l|i1__%2|§é—udg€>

Donc, en comparant les ordres des différents termes, lorsque € tend vers 0 :
vy
—h
2¢
Cela donne I’équation pour g en utilisant ’hypothése faite sur h.. En injectant cette formule dans I’équation
vérifiée par f., & savoir :

eliz, <k —Vage =0

affe = Azfe +2(V; - Fy

ot F.(x) = [ g-(x,y)VzV (z,y)dy, on obtient en faisant tendre ¢ vers 0 et en reprenant les notations sans
tilde :
Of=20zf+ Vg F

avec d’aprés le premier résultat :

14 v ~
F(z,t) = V—;f(x,t)/f(y,t)VxV(x,y)ll‘m,yERdy = V—if(x,t)(v x f)(z,1)
On reconnait alors la forme annoncée dans le théoréme, ce qui termine la preuve. O

Remarque 3.4. L’hypothése h.(x1,22) = fo(x1)f-(x2) consiste a négliger les corrélations spatiales entre
les particules. Cela est raisonnable lorsqu’une particule interagit avec un grand nombre d’autres (c’est le cas
a la limite si € est grand). Cette hypothése s’inscrit dans le cadre de la théorie du chaos.

3.4 FEtude des états stationnaires constants
3.4.1 Notion de stabilité

Définition 3.5. Un potentiel V est dit stable si fR2 Vv > 0. Un état stationnaire (constant) f, est dit stable
si toute solution "tend" vers f, :

Vf solution, Ve > 0,3K. compact, ||f — full., g <€
Lemme 3.6. Si V est intégrable, non stable, i.e.

M=[] V<o
]RQ

—lva

alors un état stationnaire constant f, est non stable dés que f, > 37 e

Démonstration. La preuve passe par la linéarisation du probléme autour de f, et par le développement de
Taylor de la transformée de Fourier du "potentiel” V. On pourra se référer a [?]. O
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3.4.2 Cas particulier du ressort

Dans cette sous-partie, on suppose que les liens entre particules se comportent comme des ressorts entre
deux points matériels mobiles :

K
V(wr,w2) = o (Jon = @] = lo)”
avec [y > 0 la longueur au repos du ressort et K > 0 la raideur du ressort.
ViV, y) = K(|lx =yl = lo) sgn(x — y)
r—y

|z -y

On cherche V & support compact comme dans le théoréme ci-dessus :

= K(jz =yl =)

Vo € R?, V;V(2) = K(|z| = lo)ljs)<r €
Par définition, V est constant sur les cercles de rayon fixé, donc on cherche V sous la forme
V(z)=U(lz]) et U(r)=0sir >R

En intégrant ’expression ci-dessus, on obtient :

Vr <R, UR)-U(r) = g (R=10)* = (r—1)?)

Puisque U(R) = 0, on déduit immédiatement que :
- K
vz € R?, V(z) = 5 (2| = o)* = (R—10)*) Ljz1<r

Pour déterminer si les états stationnaires constants sont (inconditionnellement) stables, il reste donc a
déterminer le signe de [5, V.

V= K (|z| = 10)? = (R — lp)*dx

2 Jizl<r
K 27 R
= 7/ / (r—1)* — (R—lo)*drrdf
2 0 0
R
= KTF/ (r? — 2lor — R* 4 2lgR)rdr
0

l R
— 3 (0 1
= KnR (3 4)

R2

Ainsi, il suffit d’imposer [y > % pour assurer la stabilité d’un état stationnaire constant.
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4 Cas de particules plongées dans un fluide

4.1 Présentation du probléme

Dans cette partie, on s’intéresse au mouvement de particules d-dimensionnelles (en général, d € {2,3})
similaires & celles de la partie précédente (ayant la capacité de se lier / délier avec une certaine probabilité)
plongées dans un fluide vérifiant les équations de Navier-Stokes incompressible. Ainsi, le fluide porte les
particules et la présence des particules dans le fluide influence I’évolution du fluide. Le systéme couplé
particules-fluide est de la forme suivante :

dX; = u;dt
mdu; = [n(v(X;(t),t) — u;) — uVx, W] dt + vV2DdB;(t)
Vie {l,...,N}, = [F, — uVx,W] dt+\/@dBi(2
po(Opv+v-Vuv) —vAzw=—=V,p— Z Fiox,
V-v=0 -
ou X; désigne la position de la particle i, u; sa vitesse m leur masse commune, D, i constantes
B = (By,...,Bn) est un mouvement brownien dN-dimensionnel

v est la vitesse du fluide, p la pression

1 est un coefficient de frottement propre au fluide

po est la masse volumique du fluide (supposée constante), v sa viscosité
W est donné par le potentiel V' di au lien entre deux particules :

K
W= Z V(Xigry Xjx))
k=1

avec (X,(x), Xj(x)) paire liée par le lien &, de sorte que :

K
Vx, W= Z (lev(Xi(k)7Xj(k)):ui:i(k) + szv(Xi(k)7Xj(k))ﬂi:j(k)>
k=1
Pour des raisons physiques, le systéme ci-dessus ne convient pas lorsque N tend vers l'infini. En effet, la
masse totale des particules, ainsi que l'intensité des forces de frottement en jeu, tendront & leur tour vers
I'infini, ce qui n’est pas satisfaisant. Pour éviter ce probléme, on suppose que le changement de variables

suivant peut-étre effectué :

m n o D
mi—= —, N— —, p——, D= —
N TN TN N2
Par conséquent, l'intensité de la force F; est aussi divisée par N. On continuera & noter les coefficients de la
meéme maniére (sans préciser la dépendance en N) pour faciliter les notations dans la suite.

Aprés simplifications, le systéme devient donc :

dXi = uidt
mdu; = (v(X;(t),t) — u;) — pVx,W]dt + V2DdB;(t)
Vie{l,...,N}, = [Fi — pnVx,W]dt + V2DdB;(t) .
po(Opv+v-Vyv) —vAzw=—V,p— % F;ox,
i=1
V-v=0

Pour ce probléme, on procéde comme précédemment en introduisant les distributions de particules et de
liens. Cette fois, il y a en plus une dépendance en la variable vitesse (influencée par le fluide).

N
|
Y@ t) = 5 3 0w m®) =)
=1
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1 K
K,N _
) (z1, 01, 22,02, 1) = IN E :]l(l'lvvla$27v2):(Xi(k)7ui(k)an(k)»uj(k:)) + ]]'(1'17U17$27v2):(Xj(k)7uj(k)7Xi(k)1ui(k))
k=1

h(z1,v1,22,v2,t) = m Z L () i (8), X (8) u () =(@1,01 ,02,02)
i#]
Remarques 4.1.
(i) La dépendance en t des variables Xy, u() est omise pour plus de clarté.
(ii) La formule définissant g’V est symétrique en (21, v;) et (2o, v2).

(iii) Notons que, & N fixé, K varie avec le temps (du fait du phénomeéne de formation / destruction de
liens). C’est pourquoi on choisit de renormaliser g par N et non K. En particulier, g ne joue plus le
role d’une probabilité.

(iv) Pour ce modéle, le mouvement brownien porte sur la vitesse (la plus haute dérivée) : a tout instant, la
vitesse a une composante qui la dirige dans une direction aléatoire.

4.2 Systéme cinétique
Comme précédemment, on effectuera les hypothéses d’existence de limites suivantes :

K
1' N = 1' K’N = 1' —_— =
Nl—rgof s K Nooo 90 kNS N ¢

Remarque 4.2. A la limite, la somme discréte du systéme peut étre vue comme une intégrale :

N N
1 2 R @) = [ o0 - 0 5 3 @0 ) du
i=1 i=1

= /n(v(x, t) — u)fN(a;, u, t)du —— [ n(v(z,t) —u)f(x,u,t)du

N—oc0

Théoréme 4.3. Sous ces hypothéses d’existence, les limites vérifient :
Of + Vo (uf) 40V (v = w)f) = DAL + LV, - F

0rg = Va, - (v19) + Va, - (v2g) + D(Ay, g + Ay, g)

+ %Vw : ((v(zl,t) - v1)9> + %Vm : <(U(9327t) - ”2)9)

fi f2
+ IU’V’U1 . (gva:l V) + Mvvz . (ng2v>

+ 2va1 : (gF(xlaU17t)) + QI’I/V'UQ : (gF('r27U27t)>

v
+ ?fh(xl,’U1,$2,’U2,t)11‘11712‘SR - Vdg(wla V1,22, U27t)
o F: (z,u,t) = [g(z,u,Z,0,t)V,, V(x,Z)dida.

Remarque 4.4. Le systéme ci-dessus est un systéme couplé. Dans la suite,on cherchera & exprimer g en
fonction de f pour obtenir une équation vérifiée par f indépendante de g.

Démonstration. Soient ¢ et 1 réguliéres & support compact.

(F¥.0) = 5 32 000, ui(t)



(g"N, 9) = 2NZ¢ i(k)s Wik s Xj(k)s Wicky) + U ( Xy Wik Xk Wick))

Commencons par déterminer ’équation vérifiée par fV. Par la formule d’It6, il vient :

LN gy = iia S (1), ui(1))
i TN e »

N
= % Zwvm(Xi(t), u;(t)) + %(Fz- — uVx, W)V, (X;(t), u;(t))
+ 5 FA O(Xi(t), ui(t))

N
= (fN, DAL + uVao + (v — u)Vug) ——ZVXWV¢> i(1),wi(t))

En remplacant Vx, W par son expression, puis en intervertissant les sommes et en utilisant la symétrie du
potentiel (cf. partie précédente) :

N
3T W Vb (K1), i) = (N, V.0
1=1

ol
FEN - (z,u,t) — /gK’N(x,u,i:,ﬂ,t)VmV(x,it) dzdi
Ainsi, en reprenant la ligne de calcul précédente et par propriétés des distributions,
d %
%<fN, ¢) = D(AufN,0) = (Vo - (uf™N), 0) = (V- (v =) fY), 6) + AV FEN ¢)
Autrement dit, au sens des distributions :
8th+vw'(qu)+77vu'((U_u>fN) :DAqu+%Vu'FK7N

En passant aux limites K, N — oo, il vient donc :

Ocf +Va - (uf) + 1V (v —u)f) =DAuf+%vu-F

avec F: (z,u,t) = [ g(z,u,%,0,t)V,, V(x, ) dida.
Déterminons maintenant I’équation sur g%V, Entre deux événements de formation / destruction de lien, K
est constant, donc indépendant du temps. On se place sur un tel intervalle de temps.

(g%, NZz/) i(k)s Wik s Xy Wiky) + U ( Xy Wik s Xk Wick))

Dérivons cette expression par rapport au temps :

K

d 1

—(g"N ) = N Z O (Xi(kys Wity s Xjkys Wick)) + O (X (w) jk)s Xick)» Wick))
k=1

Or, chacun des termes de la somme peut se réécrire (on omettra le terme ( Xy, w;(k)» X;(k), wj(x)) d’évalua-
tion dans le calcul suivant) :

O ( Xy Wik)» Xj(k)» Uji(k)) = Wick) Var ¥ + Uik Va0 + D(Ay ) + Ay, 1)
1
+ ((V (X (1), 1) = wir)) — 1V x, 5, W) Vo, 90

1
+— ((V(Xjy (1), 1) = wjny) — 1V x50 W) Vit
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De 14, en reprenant le calcul de dérivée temporelle,

d K

N QK’N7¢> =

1
dt<

ﬁ |:uz(k)vmw + uj(k)vlzw + D(Av1¢ + szw)
k=

—

1
+ (n(V(Xiy (t), 1) — i) — uV x5, W) Vo, @

1
+ E (n(V(X](k) (t)7 t) - uj(k)) - HVXj(k)W) vv2¢:|

K
1
7N Z |: k)lezZJ + Uz‘(k)vr27/) + D(Avlw + Avgdj)
k=1

1
+ E (U(V<Xj(k) (t)7 t) - uj(k)) - /’[’vXj(k)W) vU1¢

1
o (1Y (X (0,8 = t609) ~ 35,0, 1W) Vo |

Dans ce calcul, la premiére somme est évaluée en (X, uik), Xj(k), Ujk)), alors que la seconde est en
(Xj(k),uj(k),Xi(k),ui(k)). On ne peut donc pas regrouper les deux sommes "facilement", mais on peut re-
connaitre la forme de g%V,

£<9K,N’ Y) = <9K7Na V1V, ) + 02V, ¥ + D(Ay, ) + Ay 0)))
N, (o, 1) o) — () Vi, o)
N, (02, — v2) — pB(2)) Vst

ott 'on a posé 0 : x +— V,W. Les termes & déterminer sont ceux faisant apparaitre 0. En intervertissant les
deux sommes (cf. expression de W) et en utilisant la symétrie de V, il vient pour le premier terme :

K
(6" N, 0(21) Vo, 0) = QNZVmV (k') X5 (k) Z{ o1 V(X s Wik s Xy Wity ) Ly =i (k)

k'=1 k=1

+ Voo, (X (k) Wy (k) » Xihe) s Ui(k))]lj(k):i(k/):|

Mx

Z V:cl j(k’)7 z(k’ )

{Vmw( Xithy> Wik) > X(k) > Uj (k) ) L (k) =5 ()
N =

=~
Il
-

+ Vo, (X ), wi ) X, ui(k))lj(k)zm')}

On introduit le nombre de liens dont I'une des extrémités est i(k’) pour simplifier Pexpression des sommes
intérieures (sur k) a la limite :

J 9" N Xy, wirry, 2, w) dadu
IN(Xierys wigrry)
Remarquons que le nombre de liens entre deux événements de formation / destruction est constant, donc la

quantité ci-dessus aussi, ¢’est pourquoi la notation (allégée) ne laisse pas apparaitre la dépendance en temps.
Remarquons aussi que chacune des sommes intérieures a un terme toujours non nul, celui en k’. L’étude sera

Cigwry = #{k, i(k) = i(K') ou j(k) = i(K')} =
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menée séparément pour celui-ci :

K

Z[Vv1¢(Xi<k>7ui<k>»Xj<> ;) iy =ikr) + Vor (X k), Wiy (k)»ui<k>)11j<k>—i<k/>}
k=1

= [Vvlw(ch)vui(kaj(k)vuj(k))ﬂi(k)i(k’) +Vvﬂ/)(Xﬂk)’uj(kai(k)’“z'(k))ﬂj(k)i(k/)]
K2R/
+ Vo, 0 (Xirrys wirrys Xiicrry> Wicne))
En adoptant la notation suivante (vue comme une probabilité conditionnelle),

(Xz(k’) ul(k/)ﬂc,u)
fg k’)7uz (k") i‘,ﬂ) dzdu

P(Xi(k/),’u,i(k/) x, u)

il vient & la limite pour chaque k' (admis) :

Croey D Va0 (Xichys ik X s 0500 Dicrymich) + Vo (X)) Xk i) ) Ly =)
kK

m 2 /(Vv1¢ : P)(Xi(k’)vui(k’)a )

Et puisque par hypothése,

J 95N (Xigys wigrry, @, u) dedu J 9(Xierys wigery, @, u) dedu
fN(Xz(k’)v Ui(kr)) K,N—o0 F(Xirry, wigrry)

Ciery =

il vient immeédiatement, par produit de limites :

9( Xy, Wiy, T, 1)
K,N—oco f(Xi(k/),u,;(k/))

Cirry P(Xi(rrys wicrry, T, 1)
De 14, par les quelques étapes intermédiaires détaillées ci-dessus,

E |:vv1w(Xi(k)vui(k)aXj(k)vuj(k))lli(k)—i(k’) + Vo, W( Xy Wity » Xk s Wik)) Lj (k) =i
k!
2

K,N—o0 f( i(k')> Wi(k!

) /(Vv11/) Xy, Wik, T, 0) dZda

Reprenons maintenant le calcul de (g"*",0(z1)V,,¢) en rajoutant le terme (déterministe) isolé (celui de
(gBN 0(29)V,,0) est similaire) :

<gK’N»9(x1)vU1w> 2N Z Vuﬂﬁ z(k/)auz(k’)an(k’)vu] k) )va( Z(k’)aX( ))
k'=1

Z Vo, W ( Xy, wicnrys Xiery Wickr)) Vs VX k) X))
N

K
1
N Z Vo, V(Xirry, Xjkry) Z [vv1¢(Xi(k)aui(k)aXj(k)auj(k))]li(k)—i(k’)
k=1 kK

Vo (X (k) Wiy Xk s ui(k))ﬂj(k)_i(k’)]

K

1

o 2 Va V(X Xja) Y [Vmw( k) Wik s Xy (k) ) Licry=3 (k)
k=1 k£k!

+ Vo, (X, u J(k)’Xi(k)’ui(k))ﬂj(k)zj(k')}
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En passant a la limite (voir calculs précédents), on reconnait ’expression de g :

<g70(x1)vvlw> = lim <gK,N’9('r1)vv1w>

K,N—oo

Ve, Vi(zy, x oy e e
= (0.9 Vo) + 20, T2 ) (9,5 )01, 01,8, diai)
[z, 01)
Le terme en 6(z2) est calculé de maniére similaire. Reprenons maintenant le calcul de dérivée temporelle :
d

%(gK’Nv 1/}> = <9K’Na ’Ulvxﬂ,b + U2V.7:2¢ + D(Avﬂ/) + A7)2w)>

N, (e, 1) — or) — p0(a1) Vi, ¢)
N, (02, 1) — v2) — p0(22) Vg )

En intégrant par parties et par le théoréme de Fubini, il vient & la limite K, N — oo :

i<9ﬂ/’> - <VI1 ’ (019)71/}) + <v$2 ’ (029)71/}) + D<(A'Ulg + Av2g)7w>

d
t + 149, ((v(xl,t) - m)g),w + v, (wm,w - w)g),w

T1,v1,T2,V2,t - N
+2M<V’01 . (g< }(xll ’U? t)2 )/g(ml,vl,x,u,t)VmV(xl,x) dl‘du) 71/J>

Ti,V1, T2, V2,1 - 5 o
+ 20(V,, - (9< }(;2 Uz t)2 )/g(a@u,xzmg,t)VmV(ac,xg)dxdu) )

+ IU’<V'U1 ' <9Vzlv>ﬂ/}> + /u‘<vvz ' <9V12v>7¢>

En posant comme précédemment F' pour l'intégrale présente, par symétrie du potentiel V et de la distribution

g, il vient :
0tg = Vi, - (v19) + Va, - (v29) + D(Ay, 9 + Ay, 9)

+ 29, (0t = 0)g) + 20, ((0a0) - )

+2uVy, - (gF(xl,vl,t)) +2uV,, - (gF(xg,Ug,t)>
f1 f2

+ uVy, - (ngV) + uVy, - <gvx2v>

ou 'on a posé f; : (x1,v1,x2,v2,t) — f(z;,v;,t) pour ¢ € {1,2}.

A la limite K, N — oo, les probabilités de formation et de destruction de liens entre deux particules sont
données par :

v

?fh(xh V1,22, V2, t)]l|:r17:1:2\<R et Vdg(xla V1,22, V2, t)

Donc en incluant ces termes dans I’équation précédente, on obtient la relation pour g :

019 = Va, - (V19) + Vi, - (v29) + D(Ay, 9 + Av,9)
+ %VUI . ((v(azl,t) — vl)g> + %VW . ((v(xg,t) — ’l)g)g)
g g
+2uV,, - (F(ml,vl,t)) +2uV,, - (F(xg,vg,t)>
bil fo
+ uVy, - (nglV) +uV,, - <gvx2v>

v
+ ?fh(xhUl,$2702,t)ﬂ\xl—x2\gR —vqg(x1,v1, 22, V2, 1)
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Cela conclut la preuve du théoréme. O

4.3 Changement d’échelle

Pour € << 1, on effectue le changement de variables spatiale et temporelle suivant :

T=cx, t=ct, v=v, fA(3,0,1) = f(z,v,1)

g€(£17617£27ﬁ27t) = g(xl,vlaanzbvt)a hs(flaﬁlvaaf&at) = h(xlavlaxZan;t)

On suppose que le potentiel est invariant lors du changement d’échelle et que les coefficients caractéristiques
du systéme subissent les changements suivants :

1 1
pe =€ u, me=-n, D.=-D
g g

On suppose de plus que les éléments ci-dessus admettent des limites lorsque ¢ — 0 (au sens faible pour les
distributions f et g) :

fe — fos 9e —> g0 He — Ho, Ne —> Mo, De —> Do
e—0 e—0 e—0 e—0 e—0

Comme dans la partie précédente, on fait I’hypothése suivante de séparation des variables (justifiée par le
grand nombre d’interactions entre particules) :

h(z,u,y,w,t) = f(z,u,t)f(y,w,t)

Théoréme 4.5. Sous ces hypothéses, le systéme final s’écrit :

Oifo+ Ve (ufo) +10 V- ((v—u)fo) = DoAyfo+ £ 5LV, - Fy

m 2vg
pO(atU +ov- vxv) —1pAzv = —Vap — an(U(xvt) - u)fo(a:,u, t) du
V-v=0

ot FO : (.T,U,t) = f0($7u7t)ffo(vaat)vxlv(x7y) dydw

Démonstration. Rappelons le systéme sur les distributions de particules et de liens :
Of + V- (uf) + 1V (v ~w)f) = DA + L0, - F
81&9 = va:l : (Ulg) + Va:z ’ (Ugg) + D(Amg + szg)

+ %Vw : ((v(xl,t) - v1)g> + %Vm : (('U(m,t) - ’02)9)

+2uV,, - <J‘?1F(zl,vl,t)) +2uV,, - (}JzF(xg,vg,t)>

+ IU/V’U1 : (gvmlv) + /’[/vvz : (ngzv>
vy
+ ?h(ﬂfl,Ul,.TQ,'UQ,t)ﬂ‘zl,IZ‘SR - Vdg(mla V1,22, U27t)
avec I : (z,u,t) — [ g(z,u,Z,0,t)V,, V(x,T)dida, f; : (z1,v1,22,v2,t) — f(2;,0;,t) pour i € {1,2}.

Si I’on réécrit le systéme précédent selon ces coordonnées, il vient pour les différents termes :

O f = et(fe) = e 0;fe

Vg - (Uf) =eVi- <ﬂfs> =eVsz (ﬁfs>

24



% (0 wr) = en5e (- 002) =% (600

DAuf = EDeAﬂ,fa = EAﬂfs

. = N
F(z1,u,t) = /ga(m,u173327U2,t)€V51V($1,$2);dd$2du2
:e“d/gg(i:l,al,azz,aQ,E)v@V(azl,@)d@daQ
Posons pour faciliter 'écriture F. : (%, 4,t) — [ g.(Z, 4, y,w,t)Vz, V(Z,y) dydw.

uVy - F= Edﬂquj e lF. = eV, - F.

Si 'on suppose de plus que les limites suivantes existent :

pe —> fto, Ne ——> Mo, De — Dy
e—0 e—0 e—0

alors par hypothése, lorsque ¢ — 0 :

Oufo + Ve (ufo) + 10 V- (v = w)fo) = Dodufo + 52 V- Fy

avec Iy : (z,u,t) = [ go(z,u,y,w, 1)V, V(z,y) dydw.
Effectuons le méme raisonnement pour ’équation portant sur la distribution de liens g.

09 = €0zg: = €059

V«Ti : (Ulg> = Evii : (67496) = Evii ' (viga>

DAvig = 5D5Aﬁ,~gs = 5D€Aﬁ,~ge
190 (0= 0g) = en.s, (0= 3. ) =en.5, (0~ 00

V., (?F(mi,vi,ﬂ) =l Vy, - (J?_Es”Femm,f)>
Je ~ o~
= eV, - <Fe(xiavivt)>
fi,s

ou l'on a posé f; o : (z1,v1,x2,v2,t) — fe(x;,v;,t). Enfin, le dernier terme se réécrit :

/’vai : (gv«mv) = Edﬂevﬁi : (gsgvi’i V) = €1+d,u/5vf)i : (gevi’l V)
Les termes de formation et de destruction de liens peuvent aussi s’écrire :
l/fh(lfl, V1,T2, V2, t) = ﬂfhe(i‘l, 171, i‘g, 172, i) et l/dg(l’l, V1,T2, V2, t) = Ddgs(ijl’ 771, 1~32, ’[12, 1?)

En remarquant que 1j;, _,,<r = ]llil—leﬂ_?’ I’équation sur la distribution de liens g devient :
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58{95 = Evi‘l : (Ulgs) + gviz ) (UQQE) +eD, <A17196 + Aﬁzge)
Tle ~ _ Ne . ~
+ —¢eVy, - <(U($1at) - Ul)ge) + —¢eVg, - <(U($2at) - U2)ge>
m m

+ 261V, - £F5(5317517t~) + 2epVy, - F.(&9,7,1)
fl,s

9
f2,5
+e Vg, - (gsv;ﬂV) +e"M Vs, - (ggv@V)

vy - e e M~ S
+?he(:phv17x27v27t)]1|51_52|§é_Vdg€(‘r1av17$2av27t)

Or d € N (dimension dans le cadre de travail), donc il s’ensuit :

1% - - - - ~ - - - - ~
?fha(xhU17x27v27t)ﬂ‘5517552|§f{ - Z/dgE(xhvlvaaUQ?t) = O(E)

De plus, I'hypothése h(z,u,y,w,t) = fe(x,u,t)f-(y,w,t) permet de réécrire ’équation précédente :
1% - - ~ ~ - ~ - - - - ~
?ffe(xla U1, t)f5($27 V2, t)n‘ilfjﬂgﬁ - Vdgs(xla V1,22, V2, t) = O(E)

En passant a la limite e — 0, I’expression ci-dessus permet de relier les quantités limites fo et go (sous
I’hypothése de "non-corrélation") :

14
go(CC,U, y7w7t) = ﬁf@('xa u, t)fo(vaat)

En injectant maintenant cette expression dans I’équation vérifiée par fy, il n’y a plus dépendance en g :

ath + Va: ' (ufO) + nvu ' ((U - u)fO) = DAufO + %QLVfd Vu . (fo(m,u,t)/fo(y,w,t)VxIV(x,y) dydw)

Intéressons-nous maintenant au reste des équations et & leur comportement lors de ce changement d’échelle :
{ po(Ov 4+ v - Vv) —vAw = —Vp — [n(v(z,t) —u) f(z,u,t) du
V-v=0

Considérons I'impact du changement d’échelle sur chacun des termes en jeu dans la premiére équation (la
seconde reste inchangée en simplifiant par ¢) :

O =c0ivetv-Vyv=eb-Vz0
Quitte & supposer que la viscosité évolue en v, = ev lors du changement d’échelle,
vA v = éVEEQAi’Ij = e Az0
Vaep =¢eVzp
/n(v(gc,t) —u)f(z,u,t)du = 5/175(17(93, t) — a)f-(Z,4,1t) di
De 14, en reprenant des notations sans tilde, en simplifiant par € puis en passant & la limite ¢ — 0, si v. — vy,
{ po(Opv + v - Vv) — gAgv = —=Vp — [no(v(z,t) — u) fo(z,u,t) du
V-v=0
Cela conlut la preuve. Le systéme final s’écrit donc :

Oifo+ Ve (ufo) +10 V- ((v—u)fo) = DoAyfo+ L 5LV, - Fy

m 2vg
po(Ov + v - Vuu) — vgAgv = —=Vup — [no(v(z, t) — u) fo(z,u, t) du
V-v=0
ou FO : (x,u,t) = fo(x,u,t) ffo(y?w7t)vL1V(xay) dydw O
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A Changement d’échelle : tentatives infructueuses

A.1 Tentative infructueuse 1

Rappelons le systéme sur les distributions de particules et de liens :
Of + V- (uf) +nVu- (v = w)f) = DAL + =0, - F
atg = v$1 : (Ulg) + V:EQ : (UQg) + D(Amg + szg)

+ 29, (0t = 0)g) + 290, (060 t) - )
g g
+2uV,, - <F(z1,v1,t)) +2uV,, - (
fi f2

+ .uvvl : (9V£1V) + ,U'vvg : (gv.l,gv>

F(xg,vg,t)>

14
+ ?fh(xlaU1a$27v2at)11\w17w2\§R — vag(x1,v1, 2, v2,t)

avec I : (z,u,t) — [ g(z,u,Z,0,t)V,, V(x, ) dida, f; : (x1,v1,22,v2,t) — f(2;,0;,t) pour i € {1,2}.
Pour ¢ << 1, on effectue le changement de variables spatiale et temporelle suivant, :
~ 1 ~ ~ 1 1 - .~ 1
Z=c¢gdx, t=ct, V=cd v, f(%,0,t)=—f(x,0,t)
€

- 1 -

o - 1
gs($17vla$271}2at):?9(331711173327”2775), hg(l‘l,’l}l,l'Q,'UQ,t): ?h(xl,vl,Z‘Q,UQ,t)

ot d est la dimension de I’espace de travail (2 ou 3 en général).

On suppose en outre que le potentiel est invariant lors du changement d’échelle et que les coefficients
caractéristiques du fluide et les probabilités de formation et destruction de liens subissent les changements
suivants :

l7f = €2Vf, Dd = €2Vd

2 1 2
d+2-3 _—c33D

He =€ Hy Us:gn, D

Si 'on réécrit le systéme précédent selon ces coordonnées, il vient pour les différents termes :

O f =e0;(efe) = g2 O; fe

V- <uf) =iV, - (el_tliﬂefe) =e2V; (uf)
0V ((v - u)f) — et 1V, - (elé (6 ﬂ)efs) _ 2y, ((@ - ﬂ)fs)

DA f =e* aD.ea 2Agef. = 2N f-

Le dernier terme est déterminé dans les lignes qui suivent :
2 ~ o~ o~ o~ o L RN R d—1 3~
F(z1,u1,t) = [ €°ge(Z1, U1, Zo, Uo, t)ed VilV(xl,xg)gdes diio
1 S N e g
=edta /95(5817U1,$2,U27t)vilv($1,xz)dxzduz

Posons pour faciliter 'écriture F. : (%, 4,t) — [ g.(Z, 4, y,w,t)Vz, V(Z,y) dydw.
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uVy - F = 53**%#55%*1% CF=¢%V,; - F.
Si 'on suppose de plus que les limites suivantes existent :
fe —> o, Ne ——> Mo, De — Dy
e—0 e—0 e—0

alors par hypotheése, lorsque € — 0 :

Oufo + V- (ufo) 10 V- (v =) fo) = Doufo+ 2V, Fy

avec Iy : (z,u,t) = [ go(z,u,y,w, 1)V, V(z,y) dydw.
Effectuons le méme raisonnement pour ’équation portant sur la distribution de liens g.

0rg = 58;5295 = 538595

Vi, - (vig) =edV;, - (615171-6295) =&V, - (Uige)

DA, g = 53_%D55%_2A5i5298 = EBDEA{)I.QE
NV, - ((v - Ui)g> = en.e1 1V, (61‘5(17 - 51-)6295) =% Vs, - ((5 - @,-)g€>
g 3-d—2 1.1 €20c api . -
PV, - ?F(xi,vi,t) = Tpeed "V, - | =€ 1F(Z4, 5, 1)
3 e <=
=¢e’1eVy, - (Fa(l‘iavivt)>
fi,s

ol I'on a posé f; . : (v1,v1,2T9,v2,t) — fo(x;,v;,t). Enfin, le dernier terme se réécrit :
p 5 b ) b ) b ) )

1V, - (gvmiv) = 3G eIV, - <ng€sivf,;V> =t Vs, - (geviiV)

Les termes de formation et de destruction de liens peuvent aussi s’écrire :

vih(z1,v1,22,v2,t) = Uphe (21,01, T, U2, t) et vag(x1,v1, 2, v2,t) = Dage (T1, D1, T2, V2, 1)

En remarquant que 1|, _,,|<r = ]llfcl—fcz|<R’ I’équation sur la distribution de liens g devient donc :
e%0;9: =V, - (U195> + &%V, - (Uzge) + %D, (Aﬁlge + Aﬂzge)
Ne 3 ~ ~ Ne 3 . -
+ oot Vi, - | (0(F1,8) — 1)ge | + p— Vi, - | (0(22,1) — D2)ge

+2e% 1. Vs, - (fgeFa(fhﬁhtN)) +2e% 1. Vs, - (fg;Fa(fE2ﬂ72,t~)>
l,e €

+ 547dﬂsvf}1 : <98V5:1 V) + 547dﬂsvf}2 : (gsvi’zv>

1 . m - S
+?fhg(fﬁl,U17(E2,U2,t)1|.|21_22|5f%—Vdgg(xl,’l)l,l'z,’l)g,t)

Or d € {2,3} (cadre de travail), donc il s’ensuit :

v o~~~ ~ -~~~
?fhs(xhU17x27v27t)ﬂ‘5;1_§;2|5f2 - l/dgs(l'l,’l)l,l'g,’l)g,t) = 0(5)

28



De plus, U'hypotheése h.(z,u,y, w,t) = fo(x,u,t) fe(y, w,t) permet de réécrire ’équation précédente :

1% - - . ~ - - - - - ~
?ffs(xla ”Ul,t)fs(xz,1)2715)]1@1_525[3 — Uqge(T1, 1, &2, U2, t) = O(e)

En passant & la limite ¢ — 0, I’expression ci-dessus permet de relier les quantités limites fo et go (sous
Phypothése de "non-corrélation") :

14
go(xaua y7w7t) = ﬁfo(‘r7 uat)fO(y’w7t>

oi1 I'on note vy = lim oy et vg = lim 7y.
e—0 e—0

En injectant maintenant cette expression dans I’équation vérifiée par fy, il n’y a plus dépendance en g :

Oufo + Ve (ufo) +0 V- (v = u)fo) = DAufo + 15 V- (fo(rv, wt) [ foly 0 V2,V ) dydw>

Remarque A.1. Le probléme de cette méthode, bien qu’on obtienne la méme équation pour f, est I’adap-
tation avec I’équation de Navier-Stokes. En effet, le changement d’échelle choisi ne permet pas de conserver
plusieurs termes de I’équation de Navier-Stokes. Avec ce choix, on a :

Mais le dernier terme (écrit sous la forme d’une intégrale dans une remarque plus haut) reste lui de 'ordre
de €% et py est supposé constante (masse volumique d’un fluide, indépendante de I’échelle d’étude). On perd
donc & la limite ¢ — 0 toute 'influence des particules sur le fluide, ce qui n’est pas satisfaisant pour cette
étude.

Remarque A.2. De plus, les calculs ci-dessus montrent que le succés du changement d’échelle dépend de
la dimension de travail d, ce qui n’a pas lieu d’étre.

A.2 Tentative infructueuse 2

Rappelons le systéme sur les distributions de particules et de liens :
Of + V- (uf) 40V (v = w)f) = DAL + LV, - F
atg = v.m : (vlg) + Vrz ’ (UZQ) + D(Avlg + AUQQ)

+ %Vvl . ((v(a:l,t) - v1)g> + %VW . ((v(xg,t) — ’U2>g)
g g

+2uV,, - (F(wl,vl,t)) +2uV,, - (F(xg,vg,t)>
bil f2

+:uvm : (gvrl V) + N’vvz : <gvx2v>

v
+ ?fh(xlvUlax2av2at)ﬂ\x1—x2\§R — vqg(x1,v1, 2, V2, 1)

avec F: (z,u,t) — [g(z,u,2,0,t)Vy, V(z,2)dzda, f; : (x1,v1,22,v2,t) = f(z;,v;,t) pour i € {1,2}.

Pour € << 1, on effectue cette fois le changement de variables spatiale et temporelle suivant :

- 1
T=cex, t=ct, V=0, [(Z,0,t)=—f(z,v,t)
€
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O 1 - 1
gs(xlavlax27v27t) = ?g(xlavlax27v27t)a hs(xlavlaanU27t) = ?h(xlavlaZQanat)

On suppose encore que le potentiel est invariant lors du changement d’échelle et que les coefficients ca-
ractéristiques du fluide et les probabilités de formation et destruction de liens subissent les changements
suivants :

I;f = €2Vf, ﬁd = 821/d

1 1
1—-d

e = R e =-1n, D.=-D
pe =" e =20 6

Si I’on réécrit le systéme précédent selon ces coordonnées, il vient pour les différents termes :

of = edylefe) =€ O;f-

V- (uf) =¢eVz- <ﬁ€f5> =e2V; (uf>
0¥ (0= wf) =enVa- (- 0h.) =95 (- )1 )

DAL f =eD.Aef. = 2Ny f-

SR RN
F(z1,u1,t) = /52gs(x1,u1,xg,uz,t)evil‘/(xl,xg)g—ddeduQ
:537d/95(f1,ﬂ1,f2,ﬂz,f)vfclV(il,fz)dfzdftz

Posons pour faciliter 'écriture F. : (Z, @, ) fgs(:i,ﬂ,y,w,f)vfl‘/(i’,y) dydw.

uVy - F =1V, 379F. =2V, - F.

Si I’on suppose de plus que les limites suivantes existent :

pe — Ho, Ne —> Mo, De — Dy
e—0 e—0 e—0

alors par hypothése, lorsque ¢ — 0 :

Oufo + V- (ufo) 1m0 V- (v =) fo) = Doufo+ 2 V- Fy

avec Iy : (z,u,t) = [ go(z,u,y,w,t)V,, V(z,y) dydw.
Effectuons le méme raisonnement pour I’équation portant sur la distribution de liens g.

Og = €0’ g. = °0;g-

sz. . <’Uig> = EV@ . (?71‘62,95) = 53va~ci : <Uige)

DA, g = €D€A5i52g€ = €3D€A1~,igE

Vo (<v - vi)g) —_ ((ﬂ - ﬁi)nga) R ((ﬁ - mge)
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efie

= 3.V, - (; F, (ml,vl,t))

ou l'on a posé f; o : (z1,v1,x2,v2,t) — fe(x;,v;,t). Enfin, le dernier terme se réécrit :

UV, - (f (acz,vz,t)> = A ( Je c3- dF. (xi7z~)¢,t~)>

(Vo - (gvziV) =V, - (angsviiV) =t Vs, - (ggviiV)
Les termes de formation et de destruction de liens peuvent aussi s’écrire :
th(xl, V1,T2,V2, t) = ﬁfhg(fil, 171, 572, 172, 2?) et l/dg(xl, V1,T2, V2, t) = degg(i‘l, 171, i‘g, 172, i:)

En remarquant que 1j;, _,,<r = ]llilfaEzlsR’ I’équation sur la distribution de liens g devient :
538{95 = Egvah : (Ulge:) +53vi2 : (UQQE) + 53Ds (Afngs + Af&gs)
+ L9y, (000 - 000, ) + Z9, - (32.0) - ).
+ 2€3M8V’51 . ( (-’El,vh )) + 26 /J’EV : ( (-TQ,UQ,t))
J1e f2,e
+ et Vg, - (gEViIV) + 2V, - <gavi2V>

v -
+ ?fh ($1,’Ul,l‘2,’l}2, ) |Z1— ;1:2|<R Vdgg(.rl,’l)l,.rg,’l)g,t)
Or d > 1 (dimension dans le cadre de travail), donc il s’ensuit :
S (o, B, B, B, D)1 - Dago(F1, B, Fa, B, ) = O(H)
2 e\T1, V1, T2, V2, |#1—#2|<R d9e\T1, V1, T2, V2, -

De plus, 'hypothése h(z,u,y,w,t) = fe(z,u,t)f-(y,w,t) permet de réécrire ’équation précédente :

v - - B L~
?ffe(fm,Uht)fe(ﬂCz,U27t)1\51_52|§[;¢ — Uqge(T1,01, &2, Do, t) = O(e)

En passant a la limite e — 0, I’expression ci-dessus permet de relier les quantités limites fo et go (sous
I’hypothése de "non-corrélation") :

v
gO(xauay,wvt) = QZfdfO(xau7t)f0(vaat)
oi1 I’on note vy = liH(l) vpet vg = lir% Ug.
E—r E—

En injectant maintenant cette expression dans I’équation vérifiée par fy, il n’y a plus dépendance en g :

Oifo + Vo - (ufo) + 1V (v —1u)fo) = DAy fo + %Q”de Vo - (fo(x, u, t) / Foly,w, )V, V(z,y) dydw>

Intéressons-nous maintenant au reste des équations et & leur comportement lors de ce changement d’échelle :

{ po(Ov + v - Vuv) —vAzw = =Vop — [n(v(z,t) — u) f(z,u, t) du
V-v=0

Considérons I'impact du changement d’échelle sur chacun des termes en jeu dans la premiére équation (la
seconde reste inchangée en simplifiant par ¢) :

O =¢e0;0 et v-Vyv=e0-Vz0
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Remarque A.3. Ici encore, il semblerait que ’on perde des termes lors de 'utilisation de I’équation de
Navier-Stokes, notamment le dernier, puisque celui-ci apporte un 2. Autrement dit, le fluide se comporterait
exactement comme en ’absence de particules, ce qui n’est pas intéressant. Il faut donc modifier les choix
faits pour les nouvelles quantités.
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J’insére le premier [5], le second [1], le troisiéme [2], le quatrieme [4], le cinquiéme [3].
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