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1 Introduction et notations

Durant mon stage, je me suis intéressé au calcul différentiel sur des espaces de mesures et a
quelques applications pour les EDS de McKean-Vlasov, c’est-a-dire des EDS dont les coefficients
dépendent de la loi de la solution. La référence principale est le chapitre 5 du livre | | de René
Carmona et Frangois Delarue intitulé : Probabilistic theory of Mean Field Games with applications
L

L’objectif de la premiére partie est de dériver, en un certain sens, une fonction u : Po(R%) — R. 11
y a deux notions de dérivation présentées dans | |. D’une part, il y a la L-dérivée, qui repose sur
le calcul différentiel usuel sur espace L%(Q, F,P;R%), on pourra consulter I'appendice pour avoir
plus de détails a ce sujet. D’autre part, il y a la dérivée plate, qui repose sur une dérivation " en
dimension 1 " le long de segments dans Po(R%). Bien siir, sous certaines hypothéses, on peut passer
d’une notion & l'autre. Le choix fait ici est de se focaliser sur la notion de dérivée plate contrairement
a ce qui est fait dans | |. On s’intéresse dans la partie suivante a la formule d’It6 le long d’un
flot de mesures : il s’agit du coeur du stage. Le but est de décrire la dynamique de ¢ — u () o (e )e
est la famille de lois marginales d’une certaine classe de semi-martingales continues a valeurs dans
L?. Dans | |, la formule d’It6 est énoncée et démontrée dans le cadre de la L-dérivée (théoréme
6.2.16). L’objectif était de démontrer la formule d’It6 dans le cadre de la dérivée plate. En suivant
la stratégie de la preuve de | |, on arrive & démontrer la formule d’It6 avec la dérivée plate avec
des hypothéses analogues. Cependant, en explorant une méthode un peu différente, on parvient a
affaiblir les hypothéses sur le flot (p); dans le théoréme 3.2.2, au prix d’une hypothése plus forte sur
u. Cela s’avére moins restrictif quand on 'applique & une solution d’EDS. De plus, on démontre une
formule d’It6 avec la dérivée plate pour des flots de mesures & valeurs dans ’Pp(Rd) qui généralise le
cas p = 2. Dans la suite, on donne quelques applications de la formule d’It6. Elle permet notamment
de donner la forme du générateur du semi-groupe associé & une EDS de McKean-Vlasov, ainsi qu’un
résultat de type propagation du chaos pour le systéme de particules associé & une EDS de McKean-
Vlasov. On pourra consulter I’appendice qui contient un théoréme d’existence et d’unicité pour les
EDS de McKean-Vlasov, ainsi que quelques propriétés de la solution dont on a besoin. Enfin, on
étudie un exemple concret ol on peut calculer explicitement le flot de probabilités et ainsi illustrer
le résultat de propagation du chaos.

Dans la suite, il sera intéressant d’essayer de généraliser la formule d’It6 dans le cadre de pro-
cessus & sauts. On s’intéressera notamment & des EDS dirigées par des processus stables.

Un grand merci & Mihai et Paul-Eric d’avoir encadré mon stage "a distance" : ce n’est que le
début de I'aventure!



Notations

- P(R?) I'ensemble des probabilités sur R%.

- Pp(Rd) : Pespace des probabilités sur R ayant un moment d’ordre p pour p > 1.
- W) la distance de Wasserstein d’ordre p.

- Cpp(RY) = {f € CORER), (1+]) 7 £(.) € CORER))

- w(f) = [pa f(x) dp(z) pour € P(RY)

- ME() = [ l21? dia() pour 1 € Py(RY).

N %Z]kvzl 8z, pour T = (x1,...,2n) € (RN,

- (Q,F,P) un espace de probabilité complet et sans atomes.

- (Q,F,(Fi), P, B) un espace de probabilité muni d’une filtration satisfaisant les conditions
habituelles et d'un (F;);-mouvement brownien standard de dimension d noté B.

- L£(X) la loi d’une variable aléatoire X.

- R% Jes matrices de carrées de tailles d.

- A* la transposée de A € R4,

- I la matrice identité ou également ’application identité = — .
- [A];,; le coefficient en position (4, j) d’une matrice A.

- MT la martingale locale M arrétée en un temps d’arrét T fini presque stirement.



2 Calcul différentiel sur I’espace de Wasserstein : dérivée plate

Le but de cette partie est de dériver une fonction u : Po(R?) — R. L’espace P2(R%) est muni de la
distance de Wasserstein d’ordre 2 notée Ws, on pourra consulter ’appendice qui contient les résultats
liés aux distances de Wasserstein utilisés ici. Il y a essentiellement deux notions de dérivation, qui
sont distinctes. La premiére est la notion de L-dérivée qui consiste & voir u comme une fonction
de L?(Q, F,P;RY) a valeurs réelles, ot (€2, F,P) est un espace probabilisé suffisamment riche pour
porter des variables aléatoires de lois quelconques : c’est pour cela qu’il est supposé sans atomes.
On peut ainsi utiliser le calcul différentiel usuel des espaces vectoriels normés. C’est la notion de
dérivation qui est principalement utilisée dans | |. On pourra consulter 'appendice pour avoir
plus de détails au sujet de la L-dérivée. On choisit de se concentrer ici sur la notion de dérivée
plate d’une fonction u : Pp(RY) — R, ott P,(R?) est également muni de la distance de Wasserstein
Wy, qui consiste a profiter de la convexité de ’espace des probabilités et donc a considérer les taux
d’accroissement de : t € [0,1] = u(tu + (1 —t)v), pour u,v € Pp(RY).

2.1 Définition et premiéres propriétés

On fixe p > 1.

Définition 2.1.1. Soit u : Pp(Rd) — R. On dit que u admet une dérivée plate s’il existe une
application :

I () € PyRY x R s 2 (u)(@) € R,

continue et telle que :

- Pour tout K C Pp(R?) compact, il existe Cxc > 0 telle que :

ou
vz € RY, su {‘ T
[ (0)

} < Ci(1+ |z|P).
- Pour toute i, v € Pp(RY) :

1
u(p) — ulv) = /0 /R O ot (1 1)) ) ) )

Remarque 2.1.2.

- Siu admet une dérivée plate, alors u est continue par théoréme de convergence dominée.

. . Su .
- L’ajout d’une constante a 5~ ne change rien.

Proposition 2.1.3. Soit 5% : Pp(Rd) xR? — R une application continue vérifiant le premier point
de la définition précédente. Alors u admet g—#L comme dérivée plate si et seulement si pour toute
p, v € Pp(RY), Uapplication : t € [0,1] = u(tp + (1 —t)v) est dérivable avec :

Gt (1= 00) = [ S bt (1 )0 dn — 0)(a).

R4 om



Démonstration : Le sens retour est immédiat puisque la dérivée est continue par rapport a ¢ (
par convergence dominée ), on peut intégrer entre 0 et 1. Pour le sens direct, on fixe p, v € Pp(Rd).
On note pour ¢t € [0,1] : my =tpu+ (1 —t)v. On fixe t € [0,1] et h > 0 tel que t + h € [0, 1], le cas
h < 0 étant analogue. Par définition de la dérivée plate on a :

1 u
i) ~ulm) = [ [ S Comesn + (= v)m) ) (=)o) do

ou

=h | < (me)(z)d(p—v)(z)
Rd 0T

o f 1 L (om0 = opmi) @) = £ (o)) ) d =)o) e

Il s’agit donc de montrer que le dernier terme est un o(h). Soit (hy,), une suite, disons strictement
positive, qui tend vers 0. Alors & (z,v) € R? x [0, 1] fixé, on a :
ou ou

%(Umt+hn + (1 —v)my)(x) — %(mt)(x)

En effet on a :
Wh(vmyyn, + (1 —v)my, my) < oWp(myip,,mi) d’aprés la proposition 6.1.11
< Wy (metn,,, me)

< hyWJ(p,v) d’aprés la proposition 6.1.12

— 0.
n—-+o0o

w,
De plus, puisque myyp, — my, on déduit que Pensemble : {vmy s, + (1 —v)my, v € [0,1], n > 1}
est relativement compact par caractérisation séquentielle. Il existe donc C' > 0 telle que :

O (s, + (L= 0)me)(z) = e (imy) (@) < 20(1 + Jal?).

Yo €10,1], Vn > 1, Vo € R4
vel0,1],Vn>1,Vze A5 5

Le théoréme de convergence dominée assure donc que :

/01 /R (;Z(”mwhn + (1 —v)my) () - ‘Su(mt)@c)) d(p —v)(z) dv — 0.

D’ou le résultat. O

2.2 Exemples

Donnons maintenant des exemples de fonctions admettant une dérivée plate. Avant cela, on
donne deux lemmes de continuité.

Lemme 2.2.1. Soit f € C°(R? x R%;R) telle que :

Vo € RY, [f(z,y)] < C(1+ |27 + [y]").

Alors Uapplication (u, ) € Pp(R?) x R / f(z,y)du(y) est continue.
Rd

6



Démonstration :  Soit (un)n et (,)y telles que :
W,
Hn -4 noet xy — .

W,
Soit € > 0, comme p,, —¢ i, le théoréme 6.1.9 assure que j,, — p, donc la suite est tendue et :

lim sup/ z|P dpy (x) = 0.
R—+400 n>1 |x\2R’ | n( )

Il existe donc R > 0 tel que :

SUP/ dpn(z) <€ et sup/ 2P dpn () < e
n>1J]z|>R n>1Jje[>R

On a donc :

'/ f(@n, y)dpn(y /f:vyd,u ’
'/ Fandia) = [ Fm)dieny ‘ ]/ £ (@, y)djin )—/ f(m)du(y)]

< [ ) = Sl + [ 1) = Sl + | [ S i) = [5Gt

ly[>R

Le théoréme de Heine assure que pour n assez grand et pour tout y € B(0, R) :

Donc pour n assez grand :

[ 150 = £ 9)ldualy) < e
lyl<R

Le second terme de 'inégalité précédente est majorée par :
[ c o+ P + 2P din).
ly|>R
Puisque pour n assez grand, |z,| < |z| 4+ 1, on déduit que pour n assez grand :

/ M) = )l (5) < O+ o + (] + 17+ 2)

Le dernier terme tend vers 0 d’apreés le théoréme 6.1.9 puisque f(z,.) € C;MD(Rd)7 d’ou le résultat. [

Lemme 2.2.2. Soit g : R¥ x R% x Pp(Rd) — R une application continue telle que pour tout compact
K cR?x Pp(Rd), il existe Cxc > 0 telle que pour tout y € R® :

sup |g(z,y, p)| < C(1 4+ [y|P).
(z,p)EX

Alors Uapplication :
(1.0) € PR xR [ o) ),

est continue.



Démonstration : On raisonne par caractérisation séquentielle. Soit (i), une suite de P,(RY)
qui converge vers y pour W, et &, — x. On a alors :

‘/Rdg(xn,y?un)dﬂn(y) —/Rdg(x,y,u) du(y)

< ‘Adg(xn,yvun)dun(y)—/ 9(x,y, 1) dpn(y ‘ ‘/ (@, y, 1) dpin(y) — / 9(x,y, 1) dp(y)
=@+0®

W,
® tend vers 0 puisque p, — p et g(z,.,u) € Cb,p(Rd). Montrons que @) tend également vers 0.
On fixe € > 0 et on remarque qu’il existe R > 0 tel que :

Vn > 1, un(B(0,R)) <e et / |x|P dpn (x) < e.
|z[>R

Le théoréme de Heine assure que g est uniformément continue sur ’ensemble :
{zn, n>1} x B(0,R) X {ftn, n > 1}.
Ainsi il existe N > 0 tel que :
Vn > N, Vy € B(0, R), |9(zn,y, pn) — g(,y, u)| < €.
Les hypothéses assurent qu’il existe C' > 0 tel que :
W € {jin, 1= 11U {ja}, Yu € {wn, n > 1} U{a}, vy € RY, [g(u, )] < C(1 + [yP).

On a alors :

@ = / 190 s ) — 9y, 1) diin () + / 1902, i) — 92y, )]
B(0,R) B(0,R)°

<et / 20(1 + [y[?) dpin (v)
(0,R)¢
< e+ 4Ce.
]

Remarque 2.2.3. On n’a pas nécessairement besoin de continuité par rapport & la variable y mais
guste que (z, 1) — g(x,y, 1) soit uniformément continue sur les compacts et ce uniformément par
rapport a y dans un compact pour controler 'intégrale sur B(0, R) dans @.

On donne maintenant des exemples de fonctions admettant une dérivée plate.

Exemple 2.2.4. On se donne ¢ € C°(R4, R) telle que :
Vo € RY, [¢(x)] < C(1 + al?),

et on considére :

u:p € Pp(RY) o du.
Rd

Alors un calcul direct donne que pour toute i € Py(R?) :



Exemple 2.2.5. On se donne h € CO(R? x R%R) telle que :
v,y € RY, |h(z,y)] < C(1+ |27 + [y[?),
et on considére :

w: g€ Pp(RY) h(z,y) dp(x) dp(y).
R4xRd

Alors on a pour toute i € Py(R?) :

S0 = [ bl daut) + [ ) dut).

Le candidat pour la dérivée plate est bien continue sur Pp(Rd) x R® par le premier lemme précédent.
De plus, on a :

‘/ (y, z)dp(y /hmydu( )‘<2C<1+I$I2 /dlyl2du(y)>,

ce qui montre la condition de croissance que doit vérifier la dérivée plate. Enfin, firons
p,v € Pp(RY) ett €[0,1]. On a:

utti+ (1= 00) = [ [ byl - ) @) o+ =)o),
R? JR
En développant et en dérivant, on obtient :

au(t,u—k (1-t)w)

/ / h(z,y)dv(z u—V)(y)+/E{dAdh(x,y)dV(y)d(u—V)(m)

o / h(w,y) d(n — v)(@) d(n — v)(y)

/ / Wt =)@ =)+ [ [ bl d+ b= ) e) da = 0)(a)

D’ou le résultat.

Exemple 2.2.6. On se donne g : R x Pp(Rd) — R continue et telle que :
- Pour tout compact K C Pp(RY), il existe Cxc > 0 telle que :

Vo € RY, Sup lg(x, )| < Cx(1+ |z|P).
pek

- Pour tout x € R%, g(x,.) admet une dérivée plate %(w,u)(.) telle que :

(. 1,0) € RY % Py(RY) x R+ 22 (1)),



est continue et pour tout compact K C Pp(Rd), il existe Cic > 0 telle que pour tout x,v € R? :

99

9 (@, 1) (v)

sup om

< Cx(1+ |z|P + [v]P).
HeK

On consideére :
p e PuRY = ) i= [ g0 dula).

Alors pour toute p € Pp(RY), on a :
ou

om

W) = o)+ [ ) (0) dua).

Rd 5m

Le candidat pour la dérivée plate vérifie clairement les hypothéses de continuité (par le lemme

2.2.2) et de croissance que doit vérifier une dérivée plate. Il s’agit donc, d’aprés la proposition 2.1.3,
de dériver :

te[0,1] /Rdg(:v,mt)dmt(x),

otvmy = tp+ (1 —t)v, pour p,v € P,(RY). On a :
[ stemy @) = [ gwm)dvie)+t [ gtem)die-r))

Or les hypothéses faites assurent que t — g(x,my¢) est dérivable pour tout x et pour tout t € [0,1],
de dérivée :

|5 @m0 dia =)o),
R

aom

On vérifie qu’on peut bien appliquer le théoréme de dérivation sous l'intégrale. On a donc en utilisant
le théoréeme de Fubini :

i ) g(xz,my) dmy(x)

dt Jr
= 5—g:cmv1/a: —v)(v (qumv — N)x — N\
—/M/Rdam“ ) () dv(z) dlp ><>+t/Rd/Rd5m<, D) d(p — v)(z) d(u — v)(v)
+ [ gte.m)dn=w)(a)
= [ e ) v)(0).

R

aom

2.3 Projections empiriques

Un objet intéressant associé a u est sa famille de projections empiriques. Cela permet de se rame-
ner & une fonction différentiable au sens usuel sur (R%)". Cela s’avérera utile lorsqu’on s’intéressera
au systeme de particules associé & une EDS de McKean-Vlasov.

Définition 2.3.1. Soit N > 1. On définit alors :

RHN =R

YUY (@) v—>u<]{,z(5xk> :
k

=1

10



Donnons maintenant un théoréme de régularité des projections empiriques avec la dérivée plate.

Proposition 2.3.2. Soit u : P2(R%) — R admettant une dérivée plate 2 s telle que :
- Pour toute i € Po(R%), Z(u)(.) € C2(R%R).

7 om

- Les applications :
dy nd ou d
(,) € (Pa(RY), RY) = 0,2 (1) (@) € R,

(1.7) € (Po(RY), RY) v 02 () () € RV,

Tom
sont continues.

- Pour tout x € R, l'application p € Po(R?) — 0, 2% (u)(x) admet une dérivée plate :

(0 = 5 (055 )@)) ()(0) € R,

om

qui est C* par rapport a v avec :

(1, z,v) € Po(RY) x R4 x RY av% <aw§:;(.)(x)> (1) (v) € R,

continue.

Alors pour tout N > 1, la projection empirique u de u est de classe C%. De plus, on a pour tout

(x1,...,2n) € (RHN
1.9
81,1.UN($1, .. ,1'N) = Naxéi(ﬁiv)(xl)v

et

N S AN s 2 Ou
0,05 (1, ) = 00 (0,24 () ) ) () g) Lm0 0 () ay),

N
ot on rappelle que : ,uw =1L Zéwk.
k=1

Démonstration : Un calcul simple montre que :
uN(a +h) - () = iza O () ).
N g e /AT

TN Z/ / [ — (0nep, + (1= v)iy) ) (i + thy) — ax(;s:l(uiv)(xl)} h dt dv.

Le dernier terme est majoré, en valeur absolue, par :

ou

vux+h + (L= ) (i + thy) — o (7 ) (2)

dt d
m v

Ihl

11



si bien que pour montrer ’aspect différentiable & ’ordre 1, il suffit de voir que pour tout

ie{l,...,N}:

dtdv — 0.
h—0

ou
U“w-{-h + (1= o)) (zi + thy) — 3x%(ﬁiv)($z‘)

N
_ _ 1
sup W3 (vt + (1= )iy 1) < 2 D [he* = 0.
ve[0,1] k=1

Ainsi la continuité de I'intégrande par rapport a (u, z) € Po(R?) x R? permet de conclure que u!¥

est C! avec pour tout i € {1,..., N} :

1, ou,_
ariuN(ﬁ, PN ,CL‘N) — Nam%(:uiv)(xl%

qui est bien continue. Pour les dérivées d’ordre 2, on remarque que si ¢ # j, le raisonnement fait
précédemment s’applique, coordonnée par coordonnée, & 8x§—#l(ﬁiv )(z;) et on a :

00, (a1 a) = 250 (050 ) () o).

om

Si ¢ = j, on note pour h; € R? : i;j = (0,...,0,h;,0,...,0) € (RHN, on h; apparait a la j-éme
coordonnée :

ou _N ou _N
Ous (i, oy + ) = Dupoe () )
B ou N ou N ou N ou N
= s (B )+ ) = Bae (B, )(27) + Bae (Y, ) (25) — Oase () 1)
-@+0.

On écrit alors :
@ = / 6§ m+h )(l‘j-i-thj)hj dt

S s+ [ (92 e s o thy) = 025 Y ) )

_826u

o5 (72 ) (x5)h; + o([h]),

par continuité de 8%(% sur Po(R%) x RY. Le terme (B) se traite comme dans le cas i # j. En effet,
on a:

© = o (05 ()(w) ) G2)(e) + ol

Cela montre que pour tout 4,5 € {1,..., N} :
0,000 (11, 8) = 33002 (0 2 () () ) () 5) + Vim0 5 () )

On vérifie aisément qu’il s’agit d'une fonction continue sur (R4)V. O

12



3 Formule d’Ito avec la dérivée plate le long d’un flot de probabilités

Le but de cette partie est de donner une expression intégrale exprimant la dynamique d’une
application de la forme ¢t € R™ > u(p), ot u : Pp(R?Y) — R admet une dérivée plate et oi
t € R — u € Pp(R?) est continue. En fait on se restreindra au cas ot (u¢)er+ est la famille de
marginales d’un processus d’It6 voire d’une semi-martingale avec des hypothéses qu’on verra par la
suite. L’objectif était d’aborder avec la dérivée plate les résultats obtenus dans | | dans le cas

= 2 et avec la L-dérivée. On pourra consulter 'appendice pour voir les résultats concernant la
L-dérivée et notamment le théoréme 6.2.16. En particulier, le théoréme 3.2.2, généralise le résultat
du théoréme 6.2.16 présent dans | | avec des hypothéses plus fortes sur u mais moins fortes
sur (u¢)¢. La preuve consiste soit a dériver directement l'application ¢ € R — u(u;) lorsque c’est
possible, soit & écrire u(u:) —u () comme une somme télescopique le long d’une subdivision de [0, ¢]
dont le pas tend vers 0.

3.1 Une premiére preuve pour les EDS

On donne ici une premiére preuve, qui est assez naturelle, de la formule d’Itd pour le flot de lois
marginales associé & une EDS.

On considére : b: R — R?% et 0 : R? — R¥? deux fonctions L-lipschitziennes et on suppose
de plus que o est bornée. Le théoréme 6.3.1 assure qu’il existe une unique solution a ’'EDS :
dX; = b(Xt) dt + O'(Xt) dBy
Xo =¢&e L(Q,F,P;RY)
On sait par le théoréme 6.3.1 que :
teR" — X, e L?,
est continue. On note u; = L£(X};) la loi de X;. On va montrer le théoréme suivant qui donne la
dynamique de t — u(p).

Théoréme 3.1.1. Soit u : Po(RY) — R admettant une dérivée plate g—#l telle que :
- Pour toute i € Po(R%), Z(u)(.) € C2(R%R).

7 dm

- Pour tout compact K C Po(R?), il existe Cx > 0 telle que pour tout x € R® :

522 (1) ()

m

sup < Ck.

neK

- Les applications :

(1.2) € (Pa(RY), RY) 1 9, 2 () € R,

(1.7) € (Po(RY), RY) o 520" () () € RO,

sont continues.
Alors t € RV + u(uy) est de classe C' et on a pour tout t € R :

ou 50U

) = o) + [ B (27 ()X ) ds+ 3 [ B (S5 ()X alxs) ) s

om
ot a(z) := oo*(x) pour tout x € R? et o :
ou

ou
wmmmmxbﬂﬁ%m

Tom

WM&M&O-
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Démonstration :
Etape 1 : On commence par remarquer que pour tout compact X C Pa(R9), il existe Cic > 0
telle que pour tout z € R? :

Oz =— (1) ()

< .
" (1)()| < Cre(1 + Ja)

sup
peK

En effet, il suffit d’appliquer I'inégalité des accroissements finis et d’utiliser la continuité de amg—;.

Etape 2 : Montrons la dérivabilité de ¢ ~ (). Soit t > 0 et h # 0 tel que t +h € RT. On a
alors par définition de la dérivée plate :

1 u
w(psn) — uljue) = /O /R 2 g+ (1)) (2) (e — ) )

1 u u
— [ B (o wmesn + (0= ) i) = 3o + (1 = ) (X1) ) o

Fixons un instant u € Pg(Rd), la formule classique d’It6 assure alors que presque siirement, pour
tout t € R :

)00 = e (X0) + [0S (X)X s + [0S (1) (X o(X,) B
+3 / 920 (1) (X.).a(X.) ds.

Les hypothéses de croissance sur les dérivées de 5—“ et sur b et o assurent qu’on peut bien prendre
I’espérance dans 1’égalité précédente. Pour la partle martingale, son espérance est nulle puisque son

crochet au temps ¢ vaut :

t (5U 2
(X — X
[l e st x| s
et qu'on a :
E/ (%00 2 x| ds < 1o /tEa‘”ﬂ x| a
00 sxé-m,u s 5_0000 xémﬂ s S

< 400,

par croissance sous-linéaire de 896%(#)() et puisque t — X; € L? est continue. Cela montre que cette
intégrale stochastique est une vraie martingale L? issue de 0, donc d’espérance nulle. L’intégrabilité
des autres termes résulte de 'inégalité de Cauchy-Schwarz. On a donc :

i) =) = [ : [ /t“hE <am(f;(w,f+h = ) (Kb XS)> .
3 / e (85(%(%% +(1- v)m)(xs).a(Xs)) ds} dv
= h [E <ax?t(ut)(xt).b(xt)> <82 & t)(Xt).a(Xt)>]
[ R (02 o+ (0 DOCEIHOR) — 0 (1) (K KX )

/ /t+h ( — (Vg + (1 —v)pe) (Xs).a(Xs) — aﬁ;(us)(Xs).a(Xs)) ds dv

=@+B®+0.
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Il s’agit de voir que (®) et (© sont des o(h). Pour (), on remarque que :

ou ou
(Ol < k| sup  sup E|0us(vpesn + (1= 0)pe)(Xs)-b(Xs) = O () (Xs)-0(Xs)
vE[0,1] s€[t,t+h] m m
il s’agit donc de voir que :
sup  sup Ea(s—u(v +(1—-v) )(X)b(X)—aé—u( )(Xs).b(Xs)| — 0
v€[0,1] s€[t,t+h] “om e HORR ) PR T Py

Montrons que :
ou 2! ou
. = 0 — X:).b(Xy),
o5 (1) (Xe)-b(Xe)
lorsque s — t et p/ We . On raisonne par caractérisation séquentielle : soit i, We wett, =t Par

continuité, on déduit que presque stirement :

O 2 (1) (X0,) (X0,) — D O (1) (X0) B(X).

om om
Montrons 1'uniforme intégrabilité dans L!. En utilisant que 1’ensemble {j,, n > 1} est relativement
compact et la croissance sous-linéaire de b, il existe C' > 0 telle que :

V> 1|0, S " (1) (X,,) D(X,)| < OO+ X ).

Le second membre étant convergent dans L', il est uniformément intégrable, ce qui permet de
conclure sur la continuité dans L' voulue. Le méme raisonnement permet de montrer que :

, 0u

228 () (X) alX) B 2t

T 5m (1) (Xt)-a(Xt),

lorsque s — t ety We u et donc que : (© est un o(h). On a donc montré que pour tout ¢ > 0 :

Gutin) =B (05 () (600080 ) + 18 (252 ) (X))

et le raisonnement fait précédemment montre la régularité C. Il reste a intégrer entre 0 et ¢ pour
avoir la formule d’It6. O

Remarque 3.1.2.

- On n'a pas utilisé ’hypothése lipschitzienne dans la preuve, seulement la croissance sous-
linéaire de b et o.

- La preuve précédente fonctionne également en ne supposant plus o bornée, mais en supposant
que Xo € L*. Cela assure, d’apres le théoréme 6.3.1, que t € RT — X, € L* est continue. I
suffit ensuite de remarquer qu’on avait utilisé le fait que o est borné seulement pour montrer que
lintégrale stochastique qui apparait lorsqu’on applique la formule d’Ité classique est d’espérance
nulle. On voit que cela est toujours le cas en reprenant les calculs et en ayant ’hypothése
de continuité dans L*. Dans ce qui suit, on affaiblit les hypothéses grice & une méthode de
subdivision et de temps d’arrét.
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3.2 Le résultat général

Le résultat démontré dans cette partie est le coeur du mémoire. Il sera utilisé & des nombreuses
reprises dans la partie qui suit. On fixe p > 1 et on s’intéresse a une semi-martingale définie de la
maniére suivante. On se donne :

- Xo € LP(Q, Fo, P; RY).

- b:R* x Q — R? progressivement mesurable tel que :
T
vT >0, E/ |bs|P ds < +o0.
0

- (M)ser+ une (Fi)i>o-martingale d-dimensionnelle & trajectoires continues, issue de 0, telle
que :
VT >0,Vie{l,...,d}, E (<Mi,Mi>7}/2> < too.

On définit alors pour tout ¢t € R :
t
Xt :X0+/ bSdS+Mt,
0

qui est une semi-martingale & trajectoires continues. On note également p; = £(Xy).

Proposition 3.2.1. On a pour tout T >0 :

E sup | X¢|P < +o0.
t<T

Ainsi les applications t € Rt — Xy € LP(Q, F,P;R%) et t € RY v 1y € Pp(RY) sont continues.
Démonstration : On a pour tout t < T :

t p
| X P < 3p71 (\Xo\u '/ bsds| + \Mtyp>
0

T
< gp-1 <|X0|P + Tp_l/ |bs|P ds + sup |Mt\p> par I'inégalité de Jensen.
0 t<T
On a donc :

T
Esup | XP < 377! [ E|XoP + TplE/ |bs|P ds + E sup | My|P
t<T 0 t<T
< +oo d’aprés 'hypothése sur b et d’aprés 'inégalité BDG.

La continuité des trajectoires de X et le théoréme de convergence dominée assurent la continuité de
I’énoncé. U

Théoréme 3.2.2. Soient p > 2 et u: Pp(Rd) — R admettant une dérivée plate g—#L telle que :
- Pour toute p € Pp(RY), 2% (u)(.) € C2(R%R).

7 om
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- Pour tout compact K C Pp(Rd), il existe Cxc > 0 telle que pour tout x € R? :

ou

sup 025 () (@) < Cie(1+ [P ).

HeK

- Les applications :

(1) € (Py(RY), RY 5 0, 2" (1)) € R,

ou
(1) € (Pp(RY),RY) = 325 (1)(z) € R,
sont continues.
Soit (Xt)ier+ comme précédemment. On suppose de plus que pour tout i,5 € {1,...,d}, et pour

tout T >0, on a :
E((M' + M7, M’ + M)/?) < +o0.

Alors on a pour toutt € R™ :

=)+ [ B (0200 ) as e LS m [ 2y oean ),

i,7=1

Remarque 3.2.3. L’hypothése de croissance imposée a la dérivée seconde couplée a ’hypothése de
continuité assure que pour tout compact K C Pp(Rd), il existe Cx > 0 telle que pour tout x € R? :

sup < Cie(1+ |27,

neK om

Démonstration :
Etape 1 : On suppose qu’il existe M > 0 tel que :

ps, Vt € RY, X; € B(0, M).

Soit t > 0, pour n > 1, on définit : t} = % pour k € {0,...,n}. On a alors pour tout n :

i
L

u(pe) — w(po) = ) ulpep, ) — u(pey)

T T
- O

1 ou ou
1B (om0 = odon) i) = e omg, + (1= whon) (i) )|
k=0

en utilisant la dérivée plate de u. La formule d’It6 classique assure également qu’a u € Pp(Rd) fixée,
presque stirement, pour tout t € R :

%(M(X»:élwxxm / e g (1) (X.).bu ds + /0 009 (1) (X.).dM,

T3 Z / xlmjé 8) d<Mi7Mj>S'

1,5=1

Justifions qu’on peut bien prendre I'espérance dans cette formule.
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1. Soit i € {1,...,d}, montrons que :

(/ %5 s)dM;’) =0.
En effet, c’est le cas puisqu’il s’agit d’une vraie martingale L? issue de 0 car :
¢
!
0

< swp
z€B(0,M)

ou 2 PR
d(M"*, M")s

Ori5re(1)(X.)

2

5 o
By, 2 E(M*, M"); par hypothése sur X

s (10)(2)

< 400 par hypothése sur le crochet de M.
Dot :

b u

ou

8x%(u)(Xs).bs ds

t
E/ b ds
0

¢
)
0
< sup

x€B(0,M)
< 400,

e 2 (1) (2)

et de méme pour le dernier terme.

Ainsi on a :

u(pe) — u(po)

—Z%

’“+1 ou
</ w(sm ('U,U'tz+1 + (1 — ’U)/*LtZ)(Xs)-bs d3>

n—1 1 tk+1 Su
= [ |® / (1)(X.) b ds
k=0 0 tn om
1 d E tz+1 2 6u X d MZ Mj d
5 SR [T S ) (X A M) | do
1,7=1 k
n—1 1 0 Su 5
+Z/O /tn <3x5(vutk+1+(lv)ﬂtg)(Xs) ) ; (1) ( )> b.ds| d
k=0 k
d n-—1
+EZ 1 E Bt [ (v + (1 —v)pn ) (X)) — &2 57“’( X)) d(Mi, MY, | d
2 n mzx](s /’Ltk+1 )u’t s T 5m )LLS
ij=1k=0"0 ty
=@+0+0,
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ot (@ désigne les deux premiéres lignes de ’égalité précédente. On a alors :

t Su d t Su . .
@zAEC%MWM&MQ®+;Xﬁ%¥ﬁ%mmM&mwﬁM%,

ij=1
qui est le résultat voulu. Il s’agit donc de montrer que () et (© tendent vers 0 lorsque n tend vers
400. On commence par le montrer pour (B). La preuve est divisée en 3 points.

1. On montre que pour tout € > 0, il existe N, > 0 tel que pour tout n > N; :

sup sup sup WE(UMtQH +(1- U)utg,,us) <e.

k<n—1v€0,1] s€lty iy, ]

En effet, d’aprés I'inégalité de convexité de la distance de Wasserstein 6.1.11 :

Walvpg,, + (1= v)pg, ps) < Wplope,, + (1= 0)pap, ) + W (e, p1s)
< WP(MtZH?MtZ) + Wp(ﬂtZ:MS)

Or s € [0,t] = ps € Pp(RY) est uniformément continue, ainsi il existe § > 0 tel que :

Vs,s' <t |s— 5| <6 = Wy(us,ps) <e.

Ainsi pour tout n > %, pour tout k < n — 1 et pour tout s € [t}, ZH] :

Wip(peg, s ) + Wp(pe, pis) < 2.

2. L'ensemble {vps + (1 —v) iy, s,u < t, v € [0,1]} est compact dans P,(R?). On peut raisonner
par caractérisation séquentielle. Soit (v,)n € [0, 1N, (s5)n € [0,]N et (un)n € [0,8)N. Quitte
& extraire, on suppose qu’elles convergent respectivement vers v, s, u. De plus pour tout

¢ € Cpp(RY), on a:

¢(x) d(vnps, + (1 = vp)ptu,)(®) = vp ¢(x) dps, () + (1 — Un)/ o(x) dptu,, ()
R4 Rd R

n—-+o0o

= ¢(x) d(vps + (1 = v) ) (2)-
Rd

W, . s P
Dot : vpps, + (1 — o), — vits + (1 — v) gy, ce qui assure la compacité annoncée.

3. On conclut alors : puisque la fonction 8965% est uniformément continue sur le compact
{vps+(1=0) o, s,u < t,v € [0,1]} x B(0, M) par le théoréme de Heine, on déduit en utilisant
le premier point précédent que pour tout € > 0, il existe Nz > 0 tel que pour tout n > Ng :

ou

02 (vpg, + (1= V) ) (@) = Do (1) (a)| < e

sup su su su
p p p p om om

k<n—1v€[0,1] s€[t} t7, ] 2€B(0,M)

Ainsi pour tout n > N, on a :

noloe1 5
|®) gsZ/ E/ |bs| ds dv,
k=0"0 tk

donc : .
limsup |®)] < SE/ |bs| ds.
n 0

On laisse alors tendre € vers 0.
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Enfin pour montrer que (©) tend vers 0 quand n tend vers l'infini, on fixe 7,5 € {1,...,d} et on
montre que :

ot tis du du oo
> [E L (02 om0 = ) (X0 = 2, 5 (X)) AT A) | o
=0 k
Or on a par définition :
d{M*', M), = Q(d(MZ + M) M+ M?)g —d(M*', M*)s — d(M?, M7)s).

Dans la suite on montre que pour tout i € {1,...,d} :

n—1 1 t2+1 Su . | |
B : % 1= S XS — 02 <~ \Ms Xs M M* s
k 0/0 [ /t" <axi i 5m(vut’c+1 + (1= 0)ug)(Xs) = 0,0, Sm (1) )> d(M*,M")s| dv — 0,

'autre intégrale contre d(M®+ M7, M+ M) se traite de la méme maniére puisque le crochet vérifie
les mémes hypothéses d’intégrabilité. En utilisant les points 1 et 2 de la preuve de la convergence

vers 0 de (), appliqués a 8%3% au lieu de 835(%1, on déduit que pour tout £ > 0, il existe N > 0 tel
que pour tout n > N; :

ol tht1 Su ou oo
S [ B [ (R v, (= g (X 02, D)X ) A D
k=0 k

om
nol el L35 . .
geZ/ E/ d(M?, M%) dv
k=0"0 t%

= cE((M', M");).

Cela acheéve la preuve de la formule d’It6 sous I’hypothése que les trajectoires de X vivent dans un
compact fixé.

Etape 2 : On retire ’hypothése sur X en arrétant le processus. Pour cela on définit pour n > 1 :

t
/ bs ds
0

Il s’agit d’une suite de temps d’arrét qui converge vers 4oo presque stirement puisque les deux
processus sont continus et issus de 0. On pose alors pour tout t € R :

T, :=inf {t >0,

> nou |M;| > n}

tATy,
szxg+/ by ds + M/,
0

ou X§ = Xol|x,|<n €t ou on note MtT” = M;a1, la martingale arrétée. On note également pour tout
te R, up = L(X]). Il est clair que X™ est une semi-martingale qui vérifie les mémes hypotheses
que X ( en remplagant b par bsls<7,). On déduit immédiatement que : t € R — X[' € LP est
continue. Il est également immédiat que :

psVt € RT X" — X,
puisque 7, — +o00 et X' — X{ ps. En fait on a également, pour tout t € RT, :

P
th = X;.
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En effet, par convergence dominée, il suffit de montrer que pour tout ¢ > 0 :
Esup | X{'|P < 400,
n>1
ce qui résulte de 'inégalité :
T
Esupsup | X"|P < 37! <E|X0|p + Tp_lE/ |bs|? ds + E sup \Mﬁ’) (%),
s<t n>1 0 s<t

quantité qui est finie par les hypothéses et l'inégalité de BDG. On peut appliquer le résultat de
I’étape 1 & X, puisque :
psVt € RT, XJ* € B(0,3n).

On a donc pour tout n > 1 et pour tout t € R™ :

n n ! ou n n 1 . ! 2 du n n 2,1, NE
) = uu) + [ B (000 )X b1, dst+3 3 [ e se e dorit i,

t Su 1 & tATp N . .
= u(u? E | 0,— (u?)(X7).bs1, - E o (g )(XE) d(M*, M)
)+ [ B (0 ()X L, ) s+33 [ o s aor o)

W,
D’aprés ce qui précéde, pour tout t € RT, u? =¥ py, et donc par continuité de u :

u(p') = ulp)-
Il reste a passer a la limite dans les deux autres termes. Commengons par démontrer deux résultats.
1. L’ensemble {u?, n > 1, s < t} est relativement compact dans P,(R%). On raisonne séquen-

tiellement : soit (s)r € [0,]N et (ny)s une suite d’entiers. On distingue deux cas. Si la suite
(nk)x vaut une infinité de fois ng, on peut supposer par compacité sy — s et alors :

no no
Msk k——+o0 s

d’aprés ce qui précéde. Sinon on peut supposer que ni — +oo. Dans ce cas on montre que :

w,
pak = pis.

En effet on a :
Wp(ﬂ?,faﬂs) < Wp(ﬂ?:7#?k) + Wy (g, pis).

Le dernier terme tend vers 0 puisque :
LpP
X¢ = X,
Pour voir que le premier terme converge vers 0, il s’agit de voir que :
n n
sup Wp(“skv Hs ) - 07
n>1
et méme que :

supE | X7 — X" — 0.
n>1

21



Or on a, en supposant s; < s, 'autre cas étant analogue :

sATy,

E X;‘k - X7 p < op—1 (SP—IE/ by |P du + E|Msk/\Tn _ MsATnp>
S

k Ny,

S
supE [X] — XI'|P < 2r ! <5P—1E/ |by|? du + Esup | Mg, a1, — Mspr, yp) ,
n>1 Sk n>1

en distinguant selon la position de T;, par rapport & s; et s. La premiére intégrale par rapport
& la mesure de Lebesgue converge vers 0 par convergence dominée. Il reste & montrer que :

Esup ‘MSk/\Tn - MS/\Tn‘p — 0
1

n>

En remarquant que pour tout n,k > 1, on a presque stirement :
lsk ATy — s ANTy| < s — s,
on déduit de la continuité des trajectoires de M que :

ps
sup ‘Msk/\Tn - MS/\Tn|p = 0.
n>1

Pour conclure, il reste & dominer :

sup |Msk/\Tn - Ms/\Tn|p < 2P sup |Mu|p)

n>1 u<s

qui est intégrable d’aprés 'inégalité de BDG. D’ou le résultat par convergence dominée.

2. On montre que si (X,,),, est une suite de variables aléatoires a valeurs dans R? bornée dans L9
et Y est une variable aléatoire a valeurs dans R% et LP avec p et g exposants conjugués. Alors
(X,.Y), est uniformément intégrable. En effet, la suite est bornée dans L' d’aprés I'inégalité
de Holder. De plus si A € F, alors on a encore grace a l'inégalité de Holder :

E(14]X,.Y|) < sup(E|X,|)Y? (E14]Y|P)'/7,
n>1

Comme Y € LP, cette inégalité permet de montrer la propriété d’uniforme continuité qui,
couplée au caractére borné dans L', montre I'uniforme intégrabilité.

Maintenant que ces deux résultats sont prouvés, on peut passer a la limite dans les deux derniers
termes. On commence par montrer que :

t U, s on t ou
/0 E <8x5m(ﬂs)(Xs).bsls<Tn> ds —>/0 E <8x5m(ﬂs)(X5).bs> ds.

On travaille dans Iespace de probabilité ([0,¢] x €, B([0,t]) ® F, %ds ® dP). On sait déja que pour
tout t € R : .
we —+ pit-

De plus, puisque :
psVie RY, X' = X, et T, 3 4o,
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on déduit de la continuité de 8,33—“ que pour presque tout (s,w) € [0,t] x Q :

ou

0u 3 (U (X2 beTacr, = Duge(4) (X, b

Pour avoir la convergence L! il reste & montrer I'uniforme intégrabilité de cette suite. Puisque
b € LP([0,t] x Q, %ds ® dP), le point 2 qui précéde assure qu’il suffit dé vérifier que la suite
(81%(u2)(Xg)1s§Tn)n est bornée dans L4([0,t] x ). D’aprés le point 1 de ce qui précéde et 1'hy-
pothése de croissance de la dérivée seconde de la dérivée plate de u sur les compacts, il existe C' > 0
telle que pour tout n > 1 et pour tout s € [0,¢] :
ou

Oupos (1) (XI) L, | <

Ainsi puisque ¢(p — 1) =p, on a :

O+ |XnPh).

0
Do () (XD Ly,

supsup E 5
m

n>1 s<t

q q
<§ C(1 + supsup E\Xs"|p1))
n>1 s<t

< 2971091 + Esupsup | X7|7P~D)
n>1 s<t

=2971C9(1 + Esupsup | X7|P)

n>1 s<t
< 400 par (x).

La suite (axg—#l(ug)(Xg)lngn)n est donc bornée dans L1([0,¢] x ), ce qui assure l'uniforme inté-
grabilité et la convergence voulue dans L!([0,t] x ).

Il reste enfin a passer a la limite dans le dernier terme. Pour cela on fixe i,j5 € {1,...,d} et on
montre que :

ou

%(Ms)(Xs) d<Mia Mj>s‘

tATy, ) Su ) ) t )

B[ S dor ), 5B [ 3,
0 m 0

On sépare encore 'intégrale grace a :

d<MZ7M]>3 = §(d<MZ + ijMZ + M]>S - d<MZ>MZ>S - d<MjaM]>S)7

et on montre seulement que pour tout i € {1,...,d} :

Tj Tj 5m

les autres termes se traitent de maniére analogue.

T ou n % ) du ) %
B[ SO a0 ) B [ 8 () o ar),

On a:

tATy u ) ) t U . .
\E [ e ane a, — B [, 2 ) () 0 b,
0 0

TiZj S i om
tAT, Su ou . .
<E 2 X X M?, M
<B [0, P (XD = 02 4, £ () (X (M),
e | du )(X,)| d(M, MY
AT @iz 50 s s ) s
=@+®
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On commence par remarquer que :

t

2

0

Par hypothése, (M?, M%), € e/ 2(Q, F,P). Pour montrer que cette derniére quantité est finie, il
suffit de voir que :

ou

ou
2 02,1y o (1) (X2)

81"1 Tj 5 (:U’S)(XS)

> <Mi,Mi>t] .

d<MiaMi>s <E |:<Sup

s<

ou

sup 02, 2 () (X.)| € L1,

s<t

ol ¢q et p/2 sont conjugués. L’ensemble {us, s < t} étant compact, il existe C' > 0 telle que pour
tout s € [0,¢] :

ou
2 -2
%y ) (X < O+ X2,
Ainsi puisque ¢(p —2) =p, on a :
Su q q
Esup |02 , — (us)(Xs) (g C(1+ Esup |X8|p2)>
S<t it 5 SSt

< 2971091 + Esup | X,|1P~2))
s<t

=2971C9(1 + Esup | X,[P)
s<t

< 400,

d’aprés la proposition précédent le théoréme. On déduit donc par convergence dominée que () tend
vers 0 puisque T, =3 +o0. Il reste & montrer que @ tend vers 0. On a :

thTn ou, , ou i i
EA %%;ﬂm<> 0, o () (X, | (M, AL,

g Ou, o, 2 Ou i i
836130]6 ( s)( ) axlzj(s (:U’S)(XS) d<M 7M >8'

Puisque :
ps Vs € [0,t], X' — X,

on déduit que :
ou ou

ps Vs € [0, ], 351115 (H)(X3) - 03, 2 5y (1) (Xs)| = 0.

Il existe C' > 0 telle que pour tout n > 1 et pour tout s € [0,¢] :

5 Ou
TiTi §m,

(L) (XP)| < O+ X272,

et
9 Ou

(1s)(X5)| < O(L+ [ X,[P72),
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Ainsi puisque ¢(p —2) = p, on a :

0
E supsup 896 2 u( (XD
n>1 s<t iom

q q
<< C(1 + Esupsup |X§|P—2)>

n>1 s<t

< 2971C9(1 + Esupsup | X7 |1P~D)
n>1 s<t

= 2171091 + Esupsup | X7|P)
n>1 s<t
< 400 par (x).

On déduit, par convergence dominée, que presque stirement :

[

en dominant par la quantité suivante, qui est finie presque stirement :

ou, , du i i
0y s (W) (XT) = 02, ) 2 () (X) | (M, M), 0,

2C(1 + supsup | X"|P~2 +Sup\X P=2),
n>1 s<t

qui appartient donc a L'([0,t],d(M?, M?)) presque siirement. On conclut en utilisant & nouveau le
théoréme de convergence dominée puisque :

t ou ou ) .
2 X’n o < Xs M M? s
102 e (X2) = B, S0 ()| )
< 2C(1 4 supsup | XP~ 2+sup|X P=2)(M?, M),
n>1 s<t

Cette borne appartient a L*(, F,P) d’aprés I'inégalité de Holder puisque :

(M, M%), € LP/>(Q) et supsup|X"|P~ 2—i—sup]X P2 e LP/(P=2)(Q)),
n>1 s<t

par (%) et la proposition précédent le théoréme. Cela achéve la preuve de la formule d’Ité.

O

Remarque 3.2.4. Dans le cas ot la martingale (My)i>o est donnée par une intégrale stochastique
contre le mouvement brownien, c¢’est-a-dire qu’il existe o : R x Q — R4 progressivement me-
surable et appartenant a L%OC(B), ot B est un mouvement brownien standard d-dimensionnel, tel

que :
t

M —/ 05 dBs.
0

Alors la condition :
VT >0,V e {1,...,d}, E (<Mi,Mi>’;/2) +E (<MZ’ MM+ Mj>§,/2) < +o0,
du théoréme est équivalente a :

T p/2
VT >0, E </ ]05]2d3> < +oo.
0
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Or puisque p > 2, l'inégalité de Jensen assure que :
2

T p/ T
E </ |08|2ds> < Tp/2_1E/ los|P ds.
0 0

Ainsi, si on se place dans le cas p = 2, le théoréme précédent prouve la formule d’Ité pour les
fonctions u vérifiant les hypothéses du théoréme et pour un processus d’Ito de la forme :

Xy :XO—I—/Otbsds—l—/Otasst,
ot Xo € L2(Q, Fo, P;R?) et avec :
vT > 0, E/T |bs)? + |os|2ds < +o0 ().
Cela affaiblit hypotheése : i
VT > 0, E/OT bol2 + |ou[* ds < 400 (x5),

faite dans le théoréme 6.2.16 présent dans [ [, qui donne la formule d’Ité avec la L-dérivée. Bien
sir, cela se fait au priz d’hypothéses plus fortes sur u. Avec la L-dérivée, on suppose un controle
uniforme en p sur les compacts de 0,0,u(p)(.) ( qui correspond essentiellement a 8%%@)() d’apres
la proposition 6.2.11 ) dans L*(p), alors qu’ici on suppose un controle pour la norme uniforme. Pour
les EDS, Uhypothése () est directement vérifiée quand on travaille sous les hypothéses du théoréme
6.3.1 d’existence pour les EDS pour p = 2, alors que pour assurer l’hypothése (xx), il faut travailler
avec les hypothéses de ce méme théoréme mais pour p = 4 et donc en particulier Xo € L, ou bien
supposer o borné si Xy € L?.

On se place maintenant dans le cas ou p = 1 et avec le processus X défini en début de partie.

Corollaire 3.2.5. Soit u : P1(R%) — R admettant une dérivée plate (%z telle que :
- Pour toute i € P1(R?), 2(u)(.) € C2(R%R).

7 om

- Pour tout compact KK C P1(R?), il existe Cx > 0 telle que pour tout x € R? :

sup [0, 2 (1)) 322 (u)()| < Ok

HeK

+ sup

MGK 6m

- Les applications :

ou
(1) € (PL(RY),RY) = 0o (n)(@) € R,
0
(1,2) € (PLRY), RY) = 32— () () € R,
sont continues.
On suppose également que pour tout i,j € {1,...,d}, et pour tout T >0, on a :
E(M'+ M/, M'+ M)y < oo et E(M', M7 < cc.

Alors on a pour toutt € RT :
t ou 1< t ou . ;
) = o) + [ B (0,5 () ()0, ) s+ P [ 22, s ()t ).
Remarque 3.2.6. Les hypothéses sur la partie martingale sont les mémes que dans le cas p = 2,

cela vient de Uhypothése de croissance sur 8%35—#1 qui est la méme que dans le cas p = 2.
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Démonstration : C’est exactement la méme preuve que le cas p > 2. O

3.3 Le cas p =2 avec des hypothéses analogues a la version L-dérivée

On donne ici 'analogue du théoréme 6.2.16 présent dans | | mais avec la dérivée plate au
lieu de la L-dérivée.

On considére : . .
Xt:Xo—i—/ bsds+/ s dBs,
0 0

ott Xg € L*(Q, Fo, P; Rd) et ol b et o sont des processus progressivement mesurables & valeurs dans
R? et R4 respectivement vérifiant :

T
VT >0, E/ |bs|? + |os|* ds < +oo.
0

Commengons par un lemme d’approximation qui sera utile.

Lemme 3.3.1. Soit T > 0. Il existe une suite de processus progressivement mesurables b et o™, a

tragectoires continues et bornés uniformément par rapport a t € [0,T] et w € Q et tels que :
T
E/ B2 — by[2 + |0 — o5 ds — 0.
0

Démonstration : On montre le résultat pour o, un raisonnement analogue dans L? donnera le
résultat pour b.
Etape 1 : On note S l'ensembles des processus de la forme :

p

(w,t) € QX [0,T] = > Hi(w)ly, 4., (1),
=1

ollp > 1, H; est une variable aléatoire F;,-mesurable et bornée et (¢;); une suite strictement croissante
positive. Alors S est dense dans L*(2 x [0, T], Prog, dP ® ds), ot Prog est la tribu progressive. On
sait que :

(L(Q2 x [0, T], Prog, dP @ ds)) = L*/3(Q x [0, T], Prog, dP ® ds).

On veut montrer que si K € L4/3(Q x [0, T7], Prog, dP ® ds) est telle que :

T
VHGS,/Q/O Ky(@)Hy(w) dsdP(w) =0 (),

alors K = 0 dP ® ds-presque-partout. Le résultat de densité découlera du critére de densité par
dualité. Soient s <t < T et H une variable bornée Fs-mesurable. Alors par hypothése :

t
E(H/ Kudu) =0.
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On pose pour tout t € [0,7] :
t
Xt :/ Ku du,
0

qui est bien définie et intégrable puisque :
T
E/ |Ky|du < C||K|| a5 par I'inégalité de Holder.
0

De plus (*) montre que pour toute variable H bornée et Fs-mesurable :
E(H(X; — X;)) =0,

ce qui montre que X est une martingale. Or par sa définition comme intégrale contre la mesure de
Lebesgue, X est également un processus a variation bornée ( et issu de 0 ). Cela assure de maniére
classique que presque stirement :

vVt € [0,T], X5 =0.

Ainsi presque strement K est nulle presque partout sur [0,7] pour la mesure de Lebesgue ce qui
donne exactement K = 0 dans L*3(Q x [0, T], Prog, dP ® ds).

Etape 2 : Par I'étape 1, on commence par approcher o par un processus de la forme :

p

o(w,t) = Z Hi(w) 1y, 1, (1),

=1

et on veut montrer le résultat d’approximation pour ce processus. Grace a des fonctions de type
plateau, pour tout ¢ € {1,...,p}, il existe une suite (f/"),, de fonctions continues sur [0, T'], positives
et bornées par 1 telle que :

T
[ 1526) =Yg s 0.

On pose donc :
P

" (w,t) = 3 Hilw) f1(2).

=1
Il est clair que ¢™ vérifie les hypothéses voulues. En utilisant que les H; sont bornées et un argument
de convexité, il existe C' > 0 telle que pour tout n > 1 :

T p T
E /0 67— auftds <O /0 P (8) — Ly, ()[* ds
=1
— 0,

ce qui achéve la preuve. O

Le théoréme suivant est ’analogue du théoréme 6.2.16 dans le cadre de la dérivée plate, avec des
hypothéses qui sont analogues.

Théoréme 3.3.2. Soit u : Pg(Rd) — R admettant une dérivée plate g—#L. On suppose que :
- Pour toute p € Po(R%), % (u)(.) € C3(R%R).

7 om
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- Pour tout compact K C Po(R?) :

sap [ 10, L) () 108 o () 0)? ) < .

HeK

- Les applications :

(1.2) € (Pa(RY), RY) 1 9, 2% () € R,
ou

2o () (x) € RO,

(1,2) € (P2o(RY),RY) 1= 07—

sont continues.

Alors pour toutt € R™, on a :

) =ut) + [ B (0,55 u)0000.) do+ 3 [ B (S5 () (X)) s,

avec les mémes notations que dans le théoréeme 6.2.16.

On donne seulement la structure de la preuve.

Démonstration :
Etape 1 : De la méme maniére que dans la preuve de 6.2.16, on montre en utilisant les fonctions
du type ux p qu’on peut supposer que - et ses dérivées sont globalement bornées et uniformément

continues sur Py(R%) x R,

Etape 2 : On utilise le lemme précédent et on montre qu’on peut supposer que b et o sont des
processus a trajectoires continues, et bornés uniformément par rapport a t € R et w € Q.

Etape 3 : Une fois qu’on a affaibli les hypothéses sur X et u, la méme preuve de dérivation de

t — u(pe) que pour le théoréme 3.1.1 permet de conclure.
[l
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4 Applications de la formule d’Ito

L’objectif de cette partie est de donner quelques applications de la formule d’It6 pour un flot
de mesures, et notamment en ce qui concerne les EDS de McKean-Vlasov. On pourra consulter
I’appendice pour avoir plus de détails sur ce type d’EDS et notamment le théoréme 6.3.3 d’existence
et d’unicité. Les résultats présentés dans cette partie sont inspirés des résultats présents dans | ].

4.1 Semi-groupe généré par une EDS de type McKean-Vlasov

On s’intéresse ici au semi-groupe généré par une EDS de McKean-Vlasov :

{ dXt = b(t, Xt7 ,U,t) dt + O'(t, Xt, /,Lt) dBt
pe = L(Xy) ’

oit b: RT x RY x Po(RY) — R et 0 : RT x RY x Po(RY) — R¥9 sont des applications continues
telles que pour tout 7 > 0, il existe Cr > 0 telle que pour tout ¢t € [0, T], z,2’ € R%, p, i/ € Po(RY) :

L bt 2, )] < Cr(1 + || + Ma(u)
2. Jo(t,z,p)| < Cr(1+ |z] + Ma(p))
3. |b(ta ac,,u) - b(t,l’l,,u/ﬂ + |O-(t71"a /‘) - a(t,m’,,u’)| < CT(|1' - xl‘ + W2(:u’ M,))v

ou Ms(u) = / |z|? du(x). On suppose que (Q, Fo, P) est sans atomes de telle sorte & ce que pour
Rd

toute u € Po(RY), il existe Xo € L2(, Fo, P;R?) de loi u. Le théoréme 6.3.3 assure qu'il existe
une unique solution & cette EDS ayant pour donnée initiale Xg. On note cette unique solution
(XgX OH);>0. Le théoréme classique de Yamada-Watanabe assure qu’il y a unicité faible pour cette
EDS de McKean-Vlasov puisque la famille de marginales (p;); est unique d’aprés le théoréme de
point fixe utilisé dans la preuve du théoréme 6.3.3. La loi de X; dépend donc seulement de la loi de
Xp. Ainsi la définition suivante a bien un sens.

Définition 4.1.1. Pour tout t € RT et pour toute ¢ : Po(R?) — R, on définit :

PQ (Rd) — R

zo:d P 2 eoxony

Remarque 4.1.2. L’hypothése faite ici sur o :
o(t, @, p)| < Cr(1+ |x] + Ma(p)),
est moins stricte que ’hypothese :
|o(t, 2, )| < Or(1+ Ma(p)),

faite dans [ |. Cela s’explique par Uhypothése de moment d’ordre 4 sur la diffusion o dans la
formule d’Ité du théoréme 6.2.16 présent dans [ ]. On a vu dans le théoréeme 3.2.2 qu’avec des
hypotheéses un peu plus fortes sur u, on peut faire des hypotheéses seulement sur le moment d’ordre
2 de o ce qui est clairement assuré ici par croissance sous-linéaire des coefficients et par continuité
L? de la solution de U'EDS de McKean-Viasov.
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Définition 4.1.3. On note Co(P2(R%);R) lensemble des fonctions u : Po(R?) — R continues,
bornées, et telles que :

U — 0.
(v My (p)—+o00

On note également UCy(P2(R?); R) lensemble des fonctions u € Co(Po(R?); R) qui sont uniformé-
ment continues. On munit ces espaces de la norme uniforme :

[ul = sup [u(p)],
peP2(R)

qui en fait des espaces de Banach.

Proposition 4.1.4. On suppose, en plus des hypothéses précédentes, que b et o ne dépendent pas
du temps t. Alors la famille (P)icr+ forme un semi-groupe de contraction d’opérateurs fortement

continu sur UCo(Pa(R?); R).

Démonstration : On a : &y = I. La propriété de semi-groupe découle de 'unicité dans le théo-
réme 6.3.3 et du fait que b et o ne dépendent pas de t.

On remarque que :

1. La proposition 6.3.6 assure que pour tout 17" > 0, il existe une constante Cr > 0 telle que pour
toutes variables Xo, X)) € L*(Q, Fo, P;RY) :

vt € [0, 7], B|X° — X;°12 < CrE| X, — X)) 2.

Cela montre que si ¢ est une fonction continue bornée, alors pour tout t € RT, ¢ est
également une fonction continue bornée. De méme, cela permet de montrer que & préserve
les applications lipschitziennes et bornées, et également les fonctions bornées et uniformément
continues.

2. La proposition 6.3.7 assure qu'il existe Cr, C7. > 0 indépendantes de X telles que :
Vit < T, E|X;°)? > e CTHE| X — CF).
Cette propriété permet de montrer que si ¢ € UCo(Po(R?); R) alors pour tout ¢t € RY :

Zion) Moo tos N

On a donc montré, avec ce qui précéde, que pour tout t € RT, & est un opérateur linéaire
continu sur Co(P2(R%); R), et également sur UCo(P2(R?); R) puisque cet espace est stable par
le semi-groupe.

Il reste alors & montrer ’aspect fortement continu du semi-groupe. Pour cela, on remarque que
pour tout T > 0, il existe L7 > 0 indépendante de Xy telle que :

vt e [0,T], B|X;* — Xo2 < tLy(1 + E|[Xo|?).
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En effet, on a pour tout ¢ € [0,T] et pour toute donnée initiale Xy € L*(Q, Fo, P;RY) :
t t
B~ o <2 (¢ [ e cOnmPas + [ a0 conn)Pas )
0 0

t
< L (/ (1+E|XX0)?) ds> d’aprés les hypothéses de croissance sur b et o,
0

< tLr(1+ E|[Xo)?).
En effet, pour tout s € [0,7] :
E[X]? < 2E[X; — X7* + 2E|X]|?
< 2C7E|Xo[* + 2E sup | X}|%,
s<T

et on conclut en remarquant que :
Esup | X7 < +o0,
s<T
d’aprés le théoréme 6.3.3. On fixe ¢ € UCH(P2(R%);R) et Xo € L2(Q, Fo, P; RY), et on a alors pour
tout t € R* et pour tout R > 0 :

[G(LX]) = $(L(Xo0))| < [S(L(X;) = $(L(Xo))Lmixope<re + (LX) = S(L(X0)) Lp| x> r2

< sup [p(n) — o)+ sup |d(p)] + sup [P
W2 ()<L (14R?) M (1) >R M2 () 2e=CT (R*—Ch)

=®@+D®+0©.

On a donc :

sup [Zp(p) — (1) <@+ ® + ©.

HEP2(RA)
On fixe € > 0. On commence par choisir R > 0 tel que : () et (© soient inférieurs & €, ce qui est
possible puisque ¢(u) tend vers 0 lorsque Ma (1) tend vers +o0o. On choisit ensuite ¢ > 0 tel que @
soit inférieur a €, ce qui est possible par uniforme continuité de ¢.
O

Une fois le semi-groupe défini, on s’intéresse & son générateur.

Définition 4.1.5. Le générateur de (2;)cr+ est Uopérateur non borné sur UCo(P2(R%); R) noté

& défini par son domaine D(L) égal a Uensemble des f € UCy(P2(RY); R) tel qu’il existe

g € UCy(P2(R); R) tel que :

Pf—f
t

lim
10

gH =0,
et avec Lf =g.

Commengons par un lemme qui est utile en pratique.

Lemme 4.1.6. Supposons que (Z)i>0 est un semi-groupe de contraction et fortement continu sur
UCH(P2(RY),R). On suppose de plus que si f est positive, alors Pif est également positive pour
tout t € R*. Supposons que pour f € UCy(Pa(R%),R), il existe g € UCo(P2(RY), R) tel que :

PSS _

R, li
Vi e PQ( )7 tlf(l)l t

Alors f € D(ZL) et on a :
Zf=g.
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Démonstration :  On définit 'opérateur .2 dont le domaine est 'ensemble des f € UCo (P2(R9),R)
tel qu'il existe g € UCH(P2(R?),R) tel que :
Puf (1) = (1)

" RY), lim 2 A
e P2(RY), im " g(p),

et on pose : .
ZLf=g.
Il est clair que £ est une extension de .Z. Montrons que si f € D(j ) est telle que :

f(po) = max f >0,

alors jf(,uo) < 0. En effet pour tout ¢ € R™, si on note f* la partie positive de f, alors par
positivité de &, on a :

Py f(p0) — f(po) < Pif (o) — IIF7
<2 =15
<0,

d’otu le résultat en divisant par ¢ > 0 et en laissant tendre ¢ vers 0. Fixons maintenant g > 0, par
hypothése sur le semi-groupe, on sait que gl — % est une bijection de D(£) sur UCH(P2(RY),R).
On sait que ¢l — % est une extension de gl — .. Montrons que cet opérateur est injectif. Supposons

par 'absurde que, pour f € D(Z) non nulle, on a : (g — Z)f = 0. Quitte a prendre — f, on peut
supposer que f # 0. Il existe donc pg tel que :

f(uo) = max f > 0.

On remarque ensuite que :

(g1 — 2)f(x0) > qf(x0) > 0,
ce qui est absurde. D’ol 'injectivité de gI—.iZ . Puisque I'image de gI—_.Z est égale 4 UCy(P2(R9), R),
on déduit que les domaines de .Z et .£ sont égaux et que :

gl — % =ql - 2,
et donc & = &. O

Le semi-groupe associé & une EDS de McKean-Vlasov comme précédemment vérifie les hypo-
théses du lemme précédent. On peut donc dériver t € RT — 2, f(u) a p fixée pour trouver le
générateur, sans travailler avec le norme uniforme. On ne cherche pas & déterminer le domaine exact
du générateur.

Dans le calcul qui suit, on n’a pas besoin de supposer que b et ¢ ne dépendent pas du temps.
On fixe 1 € P2(R?) et on note uy = E(XtXO), ot X est de loi u. On se donne alors une application
u : Po(R?) — R admettant une dérivée plate satisfaisant les hypothéses du théoréme 3.2.2 pour
p = 2. On a alors, grace a la formule d’Tt6 qu’on dérive (ce qui est légitime puisque l'intégrande est
continue par un argument d’uniforme intégrabilité), pour tout t € R™ :

() = B (00 35 ) (0000, X5 ) ) + 3 (25 ) 30,37 )
= [ O )btz ) dunla) 4 [ 25 () ) o0") 1 ) o)
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Ainsi, application suivante est bien définie, pour tout ¢+ € R* et pour toute u : Po(R?) — R
vérifiant les hypothéses précédentes :

7)2 (Rd) — R

S o Rd895;2;@)(%)-6(@%#)61#(35)+; /| B (1)) (00", 1) di)

On a alors pour tout t € R* :

& (Pulp) = [P L) (1),

Il s’agit d’une équation de Kolmogorov sur Pg(Rd). On suppose maintenant que b et o ne dépendent
pas du temps. Alors .Z ne dépend pas non plus du temps. On déduit donc la proposition suivante.

Proposition 4.1.7. Sous les hypothéses précédentes sur '’EDS de McKean-Vlasov, le domaine du
générateur £ du semi-groupe (Py),cr+ contient l'ensemble des fonctions u € UCo(P2(RY), RY)

admettant une dérivée plate % vérifiant :

1. Il existe un ensemble borné de Po(RY) : B = {u € Po(RY), Ma(u) < R}, tel que pour toute
e B, 9,2 (u)(.) = 0.
2. Pour toute p € Po(R%), 2% (u)(.) € C2(R%R).

7 om

3. Il existe C > 0 telle que pour tout z € R? :

0, 2 (1) ()

m

20 )| <C et sup

HEB

sup
neB

< C(1+ |z|).

4. Les applications :

() € R,

(1.7) € (Py(R%), RY) o3 22 () () € RO,

U
Toém

(1,2) € (P2(RY),RY) = 0y

sont continues.

5. L’application :

ou 1 ou

pEPARY > | Do () ()b, ) dps() + 5 | O () (2)-(007) (@, 1) dp(),
Rd Om Rd Om

est uniformément continue.
De plus, pour tout u vérifiant ces propriétés, on a :

Ve PR, Zul) = [ 02 (@) b due) + 5 [ S () (o)) ) ),

Démonstration : Les calculs faits précédemment permettent de conclure en appliquant le lemme
4.1.6. Le caractére uniformément continu est supposé. On remarque que Zu(u) = 0 si p € B¢, d’ou
la propriété de convergence vers 0 lorsque My(p) — +oo. Les hypothéses de croissance sur u, ses
dérivées, b et o montrent que .Zu définit une fonction bornée sur P2(R?). Remarquons que si I’hy-
pothése 3 était remplacée par I’hypothése analogue valable sur chaque compact, cela ne garantirait
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pas, a priori, le caractére borné de Lu. U

La proposition suivante donne des conditions sur u pour que I’hypothése 5 d’uniforme continuité
de la proposition précédente soit vérifiée.

Proposition 4.1.8. Soit u vérifiant les hypothéses 1, 2 et 3 de la proposition précédente. On suppose
qu’il existe K > 0 telle que : Va,y € R, Yy, v € Po(RY) -

e (1)(2) 025 ()l >' < K(Ja =yl + W v)(1+ fo| + [y]).
et 5 5
2 ) = 0s g )| < Kl = ]+ W)

On suppose de plus qu’il existe C > 0 telle que :
Vo € RY, Y € Po(RY), |o(z, )] < C(1+ Ma(p)).

Alors Lu est uniformément continue sur Py(RY).

Démonstration : Puisque -Zu est nulle en dehors du borné B, on montre facilement qu’il suffit
de montrer 'uniforme continuité sur B puisqu’on peut supposer sans perte de généralité que si
Ms(p) = R, alors Zu = 0. Fixons u,v € B et m un plan de transport optimal entre p et v. Traitons
le premier terme dans I'expression de Zu.

‘/Rd )-b(x, 1) dp(x / Or— (V) (y).b(y, v) dy(y)‘
/;de@ O ;ZQ(“)C”)b( 1) = 5;5( v)(y).b(y,v)| dr(z,y)
<),
R4xRA

0 T () (). (b 1) — by, u>>\ dr(,y)
* /Rd xR4
- ®+0.

om
ou ou
<8I(M)(33) — Op—
Dans la suite C' désigne une constante qui ne dépend pas de u, v, x et y et qui peut changer
d’une ligne a 'autre.

))) B dn(e.)

om om

@< [ 1t w@)| (e~ ol + Waloww) dn(a)
RIxR4 m
<o [ (@l + Waln, ) dnr,y)
RIxR4

o[ avenaen) ([ Geue o raen)

C(1+ Ma())Wa(p,v)

<
<C(1+ R)Wa(p,v).
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De méme :

® < C/Rded(!yl + Ma(v)) (| =yl + Wap, v) (1 + || + |y]) dr (2, y)

o[ wiemwraey) ([ wovtiren)”

+C ((yl + M2(v)) (L + 2| + [y])) dr (2, y) Wa(p, v)
RIxR4

< C(R)Wa(p, v).

Cela achéve la preuve de 'uniforme continuité du premier terme apparaissant dans Zu. Pour le
second, on écrit :

‘/Rd o g (1) (2)-007 (2, 1) dp( / ‘93 (y,V)dV(y)‘
/Rded 32;:1( )(@).00" (2, 1) — a;?“( )(y).o0*(y,v)| dr(z,y)

822 () (@) (00" (1) — 0™ (4,17))

5 dr(z,y)

<)
RixRd

[ (@ - 8010 ot dntey
_©+@
Par hypothése sur 02£%, on a :
© =< /Rded 6%%(#)@)(00*@,@—ga*(y,y)) dr(z,y)
<C |, Jo@mE @) = o )l + (o n) —oy,v)o (v v)l dn(e,y)
< OO+ M)+ M) [ o (g0) = 0" (o) + o) = ()] dr(a)

<C(1+2R) /Rded(x —y| + Wa(p,v)) dn(z,y)

< C(1+2R)Wa(p, v).

De méme, on a :

@< [ @) - 2500 loo ) dne)
<P [ ) - £ )| drlan

<CO+ M) [ (=3l + Wau ) dn(ay)
< C(1+ R)>*Walu,v).

Cela achéve la preuve. O
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Remarque 4.1.9. Si on laisse I’hypothese :
o (@, p)| < C(1+ || + Ma(p)),

Uuniforme continuité du dernier terme @ semble difficile a obtenir. La preuve fonctionne tout de
méme st ON @ :

o, w)| < C(L+ /x| + Ma(p)),

Donnons des exemples de fonctions u dans le domaine de .Z.

Proposition 4.1.10. On suppose toujours que :
vz € RY, Vi € Po(R?), [o(z, )] < C(1+ Ma(p)).
On considére p € C°(RT;R) une fonction plateau valant 1 sur un intervalle [0, R]. Alors :

p € Po(RY) = () := p(Ma(p)),

admet comme dérivée plate :

09 o P (Ma(w)
5 (W@) = e el

De plus, si on se donne f € C*(R%;R), alors Uapplication :

€ Pa(RY) — o(p) (/ f(@) dp(x )aﬁ()

admet comme dérivée plate :

(o) € PaRY xR s ([ gy aute)) 2P ial 4 1o (0),

2M>(p)
et est dans le domaine de £ .

Démonstration : On commence par donner la dérivée plate de ¢. Pour cela on remarque que la
fonction p(\/) est C2° puisque p est constante égale a 1 au voisinage de 0. On a alors :

d _ ()
Ve e RT, %P(\/E) T oz

prolongée par 0 en 0 par continuité. La fonction yu € Po(R?) - Mo (1)? admettant comme dérivée
plate la fonction |.|2, on déduit que pour toutes u,v € Po(R?) et pour tout t € [0,1], on a par
dérivation d’une composition de fonctions :

o+ (1= o) = EUROLE L= [ o) (o)

2Ma(tp + (1 —t)v)

La proposition 2.1.3 donne la dérivée plate de ¢, qui vérifie bien les hypothéses requises de régularité
et croissance au plus quadratique.

On calcule de méme la dérivée plate de v par dérivation d’un produit de fonctions. Il reste
a montrer que ¥ est bien dans le domaine de .Z. Les hypothéses 1, 2, 3, et 4 du théoréme 4.1.7
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sont immédiatement vérifiées. Pour conclure grace a ce méme théoréme, il s’agit de voir I’'uniforme
continuité de -Zv. On montre que la proposition 4.1.8 s’applique. Or on a :

- P
_ ( /R @) dw)) S @),

et

5w My(p))
2 "
25 o) = ([ ) dute)) P @pata (),
O
On a alors, pour z,y € R% et pu,v € Pg(Rd), et en notant toujours 7 un plan optimal entre u et v :
oy o
o o))

2 () (@) — 25
(

=| ([ r@aute)) 52 s prppnn - ([ s avo)) SR 1 )p000)
/(). o\ FO0)
< (/R ”‘“‘“’”) M) | <Rdf( )dv )> TAD) I}
1 @)p(Ma() — £ () p(Ma(v)|
JObw) . (M) o ) £ O000)
< ( ()dﬂ(l’)>< M2<> I MQ@) 1>\+]( [ f@ i) - [ ) <y>) o 1]

1@ (Ma(0)) — oM + () — £ (M)
Yo, ) e
<o |k, AUk I'+/Rded\f(x) Sl datan)

)
+C (|p(Ma(p)) = p(M2(w))] + | (f" () = f"W)))]) ,

ou la constante C' provient du caractére borné de f, f”, pet x € RT — @, puisque p’ est nulle

au voisinage de 0. En utilisant le caractére globalement lipschitzien des fonctions z € R™ @,

f, pet f” on peut conclure si on montre que pu € Po(RY) — Mo () est globalement lipschitzienne
sur P2(R9). Or on a par inégalité triangulaire :

1/2
My () = ( [, o=y yﬁdm,y))
X

1/2 1/2
< ( [ —yrzdvr@c,y)) T ( / \dem,y))
RIx R4 RIx R4

= Wa(p,v) + Ma(v),

d’otu le résultat par symétrie entre p et v.
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. N & ..
On raisonne de méme pour 896% en écrivant :

T
a%m)(x) )y >\

< ( x)p( x—( Rdf(x)du(x)) W?J'
+|f (@) p(Ma(p)) = f'(y)p ( )|

(] o)
H</f ) ([ 0 053]

+ [/ @)p(Ma(p) = f'(y)p(Ma(v))]
:@+@+©

En utilisant le méme raisonnement que pour la dérivée seconde, il est clair qu’il existe C' > 0 telle
que :

@+ © < C(lz — y| + Wa(u,v)).

Pour (D), encore une fois le méme raisonnement montre qu’il existe C' > 0 telle que :

© < CWa(p, v)lyl.

On a donc vérifié les hypothéses de la proposition 4.1.8, ce qui achéve la preuve.

4.2 Equation rétrograde

On fixe T' > 0. On fait les mémes hypothéses sur 'EDS qui apparaissent au début de la sous-partie
précédente (on autorise b et o & dépendre du temps). On commence par définir le flot associé a I'EDS.
Définition 4.2.1 (Flot). On définit le flot associé a ’EDS par :

. [O,T] X PQ(Rd) — PQ(Rd>
v { (b) = L(X7 )

ot Xg—t,g~u désigne la solution au temps T de I’EDS de McKean-Viasov de la partie précédente,
matialisée au temps T — t par une variable aléatoire & de loi .

Remarque 4.2.2. Si b et 0 ne dépendent pas de t, alors :
pi { O TIXPaRY) = Po(RY)
' (t1) = L(XGOM)
Définition 4.2.3. Soit ¢ € CO(P2(R%);R). On définit

b { [O,T} X Pg(Rd) — R
' (o) = (LX)
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On a alors le résultat suivant qui donne I'EDP vérifiée par ¢ sur Po(R%) sous certaines hypothéses.

Théoréme 4.2.4. On suppose que :
1. Pour toute i € Po(RY), t € [0,T] — é(t, ) est C* avec de plus 9;¢ continue sur
[0,T] x P2(RY).
2. Pour tout t € [0,T], la fonction ¢(t,.) admet une dérivée plate :

(1) € Po(RY) x RY o 22 1, ) (),

vérifiant les hypothéses habituelles pour appliquer la formule d’Ité 3.2.2 pour p = 2 avec la
dérivée plate.
Alors pour toute p € Po(RY) :
0 1 500
8t¢<T - tmu) = b(t7v7,u')a$7<T - t7u)(v) d/,L(’U) + - a(tvvalu/)'axi(T_ t?ILL)(U) du(’l))?
Rd om 2 R4 om

avec la condition de bord : ¢(0,.) = ¢(.) et ou on note toujours a = oo*.

Démonstration : On note p; = E(XtXO) pour une certaine variable Xo € L2. L’objectif est de
dériver :
te [O’T] = ¢(ta /j“t)

Pour h > 0, on a en utilisant la formule d’It6 3.2.2 :

Ot + h, pirn) — Ot pe) = O+ hy pgn) — Ot pegn) + Ot parn) — O, i)

t+h t+h 5¢ x x
= / 8t¢(57 :ut-‘rh) ds + / E (ax(s?n(t) MS)(XS O)‘b(sﬂ Xs 05 MS)) ds
t t

+1/t+hE 9292 (1 1) (XX0).a(s, X0, 1) ) dis
2 . mém s Ms s . y g Ty s .

En utilisant la continuité de di¢, de :

s—E (833(?:;@,,uS)(XSXO).b(s,X;XO,MS)> )

et de
99

s»—>E<8§5m

(t us><X§°>.a<s,X§°,us>) ,

on déduit que :

d _ 99 1 299

G0t m) = 0r0(0 o)+ [ 60,100,520 ) di0) 5 [ attv ) 025 (1)) i),
Ainsi :

d 1) 1 1)
GOt ) = =000t )+ | bt ) 9y 5 (Tt ) 0) dpa0) 5 [t o) D25 (Tt ) 0) dpo).

Or le membre de gauche est nul puisque t — ¢(T — t, py) est constante. En remarquant qu’on peut
initialiser le processus au temps ¢ avec une loi p quelconque, on a le résultat. ]
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4.3 Propagation du chaos

On considére maintenant le systéme de particules associé a ’EDS de McKean-Vlasov. On suppose
que lespace (9, F, (F;)¢, P) porte une suite de mouvements browniens standards sur R% indépen-
dants qu’on note (B%);en. On se donne également une suite de variables aléatoires iid (X{)en qui
suivent la loi pp d'une certaine variable Xo € L?(Q, Fo, P; R?). On fait les mémes hypothéses sur
b et o que dans la partie sur le semi-groupe généré par ’EDS. Pour tout N > 1, le théoréme 6.3.1
assure qu'il existe un unique N-uplet de processus (X!,..., XV) a valeurs dans R? et solution de :

Vie{l,...,N}, dX{ =b(t, X}, 7" )dt + o (t, X{, 7" )dBj,

de donnée initiale (X¢, ..., X{"), et ot on note :

1 N
k=1

la mesure empirique associée au systéme. On vérifie que les variables X? ont la méme loi. L’objectif
est de montrer que 7)Y se comporte comme la loi p; de la solution de 'EDS de McKean-Vlasov
initialisée a Xj.

Théoréme 4.3.1. On fize T > 0 et on suppose qu’il existe une classe de fonctions C C C2(P2(R%); R)
telle que pour toute v € C, la fonction associée ¢ vérifie :

1. Pour toute ju € Po(RY), t € [0,T] — é(t, ) est C* avec de plus 9;¢ continue sur

[07 T] X 732(Rd)
2. Pour tout t € [0,T], la fonction ¢(t,.) admet une dérivée plate :
d a . 09
(1,z) € Po(R) x R %(t,u)(x),

vérifiant les hypothéses habituelles pour appliquer la formule d’Ité 3.2.2 pour p = 2 avec la
dérivée plate.
3. Les applications 81(% et 8%% sont continues sur [0,T] x Po(RY) x R%.

4. Pour tout x € R?, et pour tout t € [0,T], la fonction u € Po(R?) 0x§—i(t, w)(x) admet une
dérivée plate :

) 0
d d,_. 9 0o
() € PR xR 22 (0,220)(0) ) ()0
qut est dérivable par rapport a v et tel que :
(t, p,z,v) € [0,T] x Po(R?Y) x R x RY — &Ji Oxé—gb(t () ) (w)(v)
9y ) ) ) 6m (5m ) )
est continue.
5 Ona:
5 2
sup  sup / Op—(t,pu)(x)| du(x) < 4o0.
t€[0,T] pePa(RY) JRE | OM
6. On a
s s o0 (0002 (000)) 000 duto) < oo
te[0,T] uE'Pz(Rd) R4 Uém J:(577’1 T '




On suppose également qu’il existe C' > 0 telle que :
vt € [0,T), Vo € R, Vi € Po(RY), |o(t, z, u)| < C(1 4+ Ma(p)).

Alors pour toute p € C, on a :
Elo(uy) — ¢(ur)* = 0.

Démonstration :
Etape 1 : On commence par montrer que :

sup sup B(M3(71')) < +oc,
N>1t<T

ce qui sera utile dans la suite. Or :
E(M3 (1)) = EIX{%,

puisque les X’ ont la méme loi. Aprés quelques calculs simples, on obtient qu'’il existe C(T") > 0
indépendante de N telle que pour tout ¢ € [0,T] :

t
BIX)P < C(T) <E|Xo\2 i /0 B+ [XVP + M) ds)

t
<20(T) (E|X0|2 +/ E|X;Vy?ds> .
0

Le lemme de Gronwall permet de conclure.

Etape 2 : On rappelle que pour z = (z1,...,zy) € (RON . gl = L ié Les hypothéses
faites et la proposition 2.3.2 assurent que : =
(t,x) €0, T] x (RHYN = (T —t, ) € ¢V2([0, 7] x (RHN; R).
Ainsi la formule classique d’It6 assure que pour tout ¢ € [0,7] :

dp(T —t, i) = —at¢< —t, 7y )dt

— 6¢ — 7
sz (8,5 )00 s (T — ) (Xt

N
1 56 e o
+ gy 20 (7 = 6 (X o, X ) )

1 Y 8¢
i Ny A2 N\ v
+2]V;a(t7Xtaut )-&p%(T—t,ut )(Xi)dt

) ) . ,
o Z (XL 0,50 (00520 = 0 )(XD) ) ()X

_@+0+0+@+0.
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Remarquons qu’on peut réécrire :

©= [ btri)0u 50 (T — ) ) it (),
Rd m

1 _ 0 _ _
@=j [ alty i) 050 (T ~ 1) ) drl ().
Rd
Ainsi le théoréme 4.2.4 assure que :

AT —t, 1) = ¢(T —t, ) = dp(T — t,7i;’ ) (car t > ¢(T — t, 1) est constante)

N
= DT — ) (XA e, X ) )
=1

N
1 N ) 5 Y .
gy et Xm0 (0052 (7~ )X ) () (XD
On applique encore une fois la formule d’It6 pour la fonction = — 22 qui assure que presque stirement,

pour tout t € [0,77] :

6T —t, 1) — (T — t, ) |°
= |o(T, 715 ) — o(T, o) |”

t N
+ 2/0 (¢(T - S?ﬁé\/) - (b(T - Sn“’s)) <Jif Zax%(T - S,ﬁév)(X;)(O'(S XZ’/J’S ) dB;))
i=1
t N
+2 /O (BT — 5, 72Y) = O(T — 5,11) (ﬁza@,xgu?).aﬂjﬁl (25T 506D <u5><X;>) ds
=1

i =Nyg 99
(s, X >#év)ax%

:@+@+©+@

On veut maintenant passer a I’espérance dans cette formule. La partie martingale est d’espérance
nulle. En effet son crochet est donné par :

* T — 5 — 7 2
22/¢ = ) = O(T — s, 1s)|? |07 (5, X0 T )0 o2 (T — 5,7 ) (D) ds,
N om
qu’on peut réécrire :
4 ¢ _N 6¢ —N 2 —N
¥ L6 = s ) = o = s )P )0 5T~ ) w)| i ) .
0 JRA

En utilisant I’hypothése 5, le fait que ¢ est bornée et 'hypothése de croissance sur ¢, on montre
qu’il existe C' > 0 indépendante de N telle que :

t
E/O /};d |¢<T Saus) (b(T S,ILLS)’

e / (1+ B(M2(Y))) ds,

O
0" (5,7 )u 5 (T — 5, 7))
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I’étape 1 permet alors de conclure que ’espérance du crochet est finie. En remplagant les sommes
dans les termes © et @ par des intégrales contre 77 et en raisonnant comme on vient de faire pour
controler 'espérance du crochet, on déduit qu’il existe C' > 0 telle que pour tout N > 1 :

B(©I+ 10D < &

On a donc montré que pour tout N > 1, on a :

C
Elo(T = 1,7 ) = (T = t, )P < BlS(T, Tig ) = o(To o) + 5 ()-

Or ¢(T,.) est continue pour Wy (car admet une dérivée plate) et bornée par hypothése. De plus
puisque la suite (X{);en est iid de loi pg = £(Xp) € P2(R?), le théoréme de Varadarajan et la loi
des grands nombres assurent que presque stirement :

_N W
Mév = po-
Le théoréme de convergence dominée montre alors que :
E|¢(T7ﬁ(]]\[) - ¢(T7 MO)‘Z — 07

d’ou le résultat en prenant t = T" dans (%) et en remarquant que ¢(0,.) = ¢(.).
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5 Un exemple concret

Avant de nous intéresser & un exemple concret d’EDS de McKean-Vlasov pour laquelle on peut
calculer explicitement les lois marginales, on s’intéresse au probléme suivant. On considére une fonc-
tion u : Po(RY) — R admettant une dérivée plate et ¢ : Po(R?) — Po(R?) : a quelle condition uo ¢
admet une dérivée plate? Le théoréme qui suit donne une condition pour que u o ¢ admette une
dérivée plate, lorsque ¢ envoie Po(RY) dans une certaine classe de mesures & densité par rapport a
la mesure de Lebesgue.

Théoréme 5.0.1. On suppose que :
1. u admet une dérivée plate g—#l

2. Il existe une fonction f : R? x Po(RY) — RY telle que pour toute u € Po(RY), é(n) admet
f(, 1) comme densité par rapport a la mesure de Lebesgue.

3. Pour tout x € R%, lapplication f(x,.) admet une dérivée plate telle que :

(z, 1,v) € RY x Po(RY) x R? — %(:ﬁ,u)(v),

est mesurable.
4. Pour tous compacts K C Po(R?) et K' C RY :

/ (1 + |2|?) sup sup
R4 nek yek!

(;Zb(x,u)(y)' dr < +o00.

5. Pour tout compact K C Po(R?), il existe C > 0 telle que :

/ (1+ |22 sup
Rd

nek

)| o< o)

Alors uwo ¢ admet comme dérivée plate :

(1.0) € Po(RY) x R s 2901 ) = /R O (34 (@) 2L (2, ) (w) da.

om a 6m om
Démonstration : Fixons p, v € Po(R?) et notons pour tout ¢ € [0,1] : my = tu+ (1 —¢)v. On va

utiliser la proposition 2.1.3 pour trouver la dérivée plate de uwo ¢. 1l s’agit donc de dériver la fonction
te [0,1] = u(é(my)).
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Soit h tel que t+ h € [0,1]. On a :

d(mign)) — u(p(me))

/ /R (vg(men) + (1 —v)d(me)) () d(d(myrn) — ¢(me))(x) dv

/ /R (vp(myn) + (1 —v)p(my))(x) [f (z, meyn) — f(z,my)] dv dv
r rl

/ /Rd 5 (vp(mysn) + (1 — v)p(my))(x) /0 /Rd %(x,pmtm + (1 = p)me)(y) d(myrn, — me)(y) dp] de dv
rrl

/ /R (vp(mypn) + (1 — v)p(my))(x) /0 /Rd %(l‘,pmt+h + (1 — p)ymy)(y) hd(p — v)(y) dp] di dv

p L S etm) @) Lm0 de] s o)
e[ /R S 06(omesn) + (L= 000l )52 o pmess + (1= o))

—%(gb(mt))(x) 5;7; (x,my)(y )} dxd(p —v)(y)dpdv par Fubini avec ’hypothése 5.

Pour conclure quant a I’aspect dérivable de t — wu(¢(my)), il s’agit de voir que le dernier terme
est un o(h) donc que :

/ / L etwotmean) + (= 0)otm) )52 (pmesn + (1 = Do)

——(gf)(mt))(a:);‘i(:c me)(y )] dxd(p —v)(y) dpdv hjo 0.

om

On raisonne par caractérisation séquentielle. On considére une suite (hy, ), qui tend vers 0 et telle
que t + hy,, € [0, 1] pour tout n. Alors a z,y, p,v fixés, on a :

ou 1) ou

S w00mern,) + (1= 0)6ma))(2) 32 (o, + (1= DIm)(u) — 5 (D)) (@) 5 (o) )| 0.

En effet, ¢ est continue et on a déja vu que my4p,, We my ce qui assure d’aprés 6.1.11 que pour tout
ve[0,1]:

vo(miin,) + (1= )¢ (me) = m.
Il reste & dominer pour pouvoir appliquer le théoréme de convergence dominée. Les ensembles
{vd(misp,) + (1 —v)p(me), v € [0,1], n > 1} et {pmyyp, + (1 —p)me, p € [0,1], n > 1} étant
relativement compacts dans Py(R9), il existe K compact dans Po(R%) et C' > 0 telle que pour tout
n>1:

O (mesn,) + (1= 0)Gm)) (@) 0L (e, + (1= Py ) — 2o (oma)) ) 22, m0) )

<C(1+ \x!2) sup
neK

(o).

quantité indépendante de n et intégrable pour dz ®d(p+ v)(y) @ dp @ dv sur R x R4 x [0, 1] x [0, 1].
On a donc montré que pour tout ¢ € [0,1] :

gutsom) = [ N[ S otm) @) 2w aa] -

aom
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Pour pouvoir conclure avec la proposition 2.1.3, il suffit de voir la continuité et la condition de
croissance au plus quadratique du candidat :

Su 5f

(1,v) € Po(RY) x R (1) (@) 5, 1) (v) da

R OM
En remarquant que ¢ préserve les compacts puisqu’elle est continue et en utilisant I’hypothése de
croissance au plus quadratique de g—;ﬁ et 'hypotheése 5, on conclut sur la croissance au plus quadra-
tique du candidat, uniformément sur les compacts. Pour la continuité, on applique le théoréme de
continuité sous I'intégrale puisque I'intégrande est continue par rapport a (u,v) a z fixé, par hypo-
these. Il reste & dominer uniformément par rapport & u et v dans des compacts par caractérisation
séquentielle encore une fois. Cette domination découle de ’hypothése 4. U

On donne maintenant un exemple d’une EDS de type Langevin pour laquelle le flot se calcule
explicitement. On se place en dimension 1. On fixe a # b deux réels et ¢ > 0 et on s’intéresse a
I’équation :

dX: = [(a — b) X + DE(X})] dt + odBs.
Cette équation vérifie les conditions du théoréme 6.3.3, elle admet donc une unique solution partant
de Xo € L*(Q, Fo, P; R). On note toujours :

¥ (tp) € RY X Py(R) = L(X]OH) € Py(R).

On sait que t +—> XtXO € L? est continue, tout comme Xg € L? — XgXO € L?, pour tout t. On déduit
qu’a t fixé, 1(t,.) définit une application continue de P2(R) dans P2(R). On cherche maintenant a
calculer explicitement le flot pour montrer que le théoréme 5.0.1 s’applique bien.

On applique la formule d’It6 a la fonction f(t,z) = e~ (e=0)*
pour tout t € R :

2 qui assure que presque stirement

t t t
e~ ebix, — X, + / —(a—b)e @ X, ds + / e~ (0705 [(q — b) X, + DE(X,)] ds + / e (@035 dB,
0 0 0

t t
= Xo + / e~ TSP R(X,) ds + / e~ (@ 0ssaB,.
0 0

On peut calculer explicitement la fonction continue ¢ — E(X;). En effet en posant pour tout t € R* :
g(t) = e “IE(X,),
on a:

t
g(t) = B(Xo) + b /0 o(s) ds.

En effet la partie martingale est une vraie martingale L? puisque son crochet est intégrable. On
déduit donc que pour tout ¢t € R, g(t) = e E(Xp). On déduit donc que :

E(X;) = e"E(Xy).

On a alors :

t t
e Mt x, — X, + b/ ebsE(XO) ds + a/ e~ (@=b)s g B,
0 0

t
= Xo+ E(Xp) (e — 1) + a/ e~ @Y 4B,
0
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d’ou :

t
X, = Xoe @Dt 1 B(X)e@ (et — 1 + Ue(a—b)t/ o—(a=0)s g
0

On s’intéresse a la loi de X;. On commence par déterminer les marginales de e (@D 4B, 11 s’agit

0
clairement d’un processus gaussien (en écrivant l'intégrale stochastique comme limite de sommes de
Riemann). Ce processus est centré comme on a vu précédemment et on a pour tout ¢ € RT:

t 2 t
E </ o (a-b)s st) / o—2(a-b)s g
0 0

672(a7b)t -1

 —2(a—1b)
Ainsi :

t —2(a—b)t _
L </ e~ (a=b)s st> =N (0, el) .
0

—2(a — b)

On note g, la densité de cette gaussienne. On fixe t > O et f € Cg (R;R). En remarquant que X
t
et / e~ (@15 4B, sont indépendantes, on a :

0

B(PX0) = [ Faoe™ 4 B (e = 1)+ 0e0y) dPx, (10) g01a(s)

Le changement de variables :

u = zoel@ 0 4 E(Xo)e(“*b)t(ebt —-1)+ gela=bty,
a xg fixé, conduit a :

ue—(@=0)t _ 0 ebt — o—(a—b)t
B(/(x) = [ ( /| f<u>ga,b,t< 2~ B 1)) ' du) 0P, (10)

ue= (@bt _ g — ebt — e—(a=b)t
- [ 1w ( / ga,b,t( 0~ B(Xo)( 1>)
R R

dP du.
o o Xo (CEO)) u

Ainsi si t > 0, la loi de X; est & densité

dPXO (170),
g

g

—(a—b)t _ _ER(X bt _q —(a—b)t
Ny
R

par rapport & la mesure de Lebesgue. On est ainsi dans le cadre du théoréme 5.0.1 pour le flot :
Ui (tr) € RY x Po(R) s LX),

at >0 fixé. En gardant les mémes notations que dans le théoréme 5.0.1, et en indiquant la dépen-
dance de la densité par rapport & ¢t > 0, on a :

xe_(a_b)t —u— (D =1 e—(a—b)t
i€ Pa(R), ¥ € R, fila) = [ ga,b,t< o pQE D) T ),
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ou u(l) = /Rxdu(x). Pour appliquer le théoréme, il s’agit d’abord de voir qu’a = et t > 0 fixés, la

fonction :

we P2<R) = ft(xa:u)7

admet une dérivée plate continue sur R x Py(R) x R. La fonction fi(z,.) est du méme type que
dans 'exemple 2.2.6. Pour utiliser cet exemple, on a besoin, & x,y fixés, de calculer la dérivée plate

de :
T T G 1)) |

g

o= h(:u) ‘= YGa,b,t (

On fixe p, v € P2(R) et on note pour v € [0,1] : my, = v+ (1 —v)r. On a alors par dérivation d’une
composée de fonctions :

d [ (mewt —y —mu (D - 1>>]
Ga,b,t
dv o

ebt — 1 ze (@0t _ o (D — 1
S g;,b,t( vl [ e v,

g

On vérifie aisément les hypothéses de continuité et de croissance nécessaires pour étre une dérivée
plate. La proposition 2.1.3 assure que la dérivée plate de h est donnée par :

b) € Po(R) xRy —C Ly e 0V —y —pD(E -~ 1))
(1v) € Pa(R) i

ga,b,t o

La fonction g, 5 ¢ étant bornée et réguliére, comme ses dérivées, on vérifie facilement que les conditions
de 'exemple 2.2.6 sont vérifiées. Ainsi, a x et t > 0 fixés, 'application fi(x,.) admet comme dérivée
plate la fonction :

g ze—(@=bt _ o (D) (et — 1 e—(a—b)t
(n,v) € P2(R) x R Hé—ﬁ(a:,u)(v) = Gabi ( . p(I)( )) .
e (et ebt ze” (7O —y — p(I)(e" — 1
T o /Rgfz,b,t < 5 =D augw),

qui est bien continue par rapport & (z, u,v). Les hypothéses 4 et 5 du théoréme 5.0.1 sont aisément
vérifies puisque gq ¢ est réguliére et bornée, tout comme ses dérivées. On peut donc appliquer ce
théoréme qui assure que pour tout t € R™ (le cas t = 0 étant immédiat), pour toute u : Po(R) — R
admettant une dérivée plate, I’application :

1€ Pa(R) = u(p(t, p)) = Pru(p),

admet une dérivée plate donnée dans le cas t > 0 par :

d(uop(t,.)) B ou 0 fy

(1v) € Po(R) x R T8y w) o= | L i, ) (2) 52 () (0)
R

On s’intéresse maintenant & 'application du théoréme 4.3.1 de propagation du chaos.

Proposition 5.0.2. Soit C l’ensemble des fonctions bornées u : Po(R) — R admettant une dérivée
plate telle que :
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- Pour toute u € P2(R), %(u)() € C*(R;R) et les deuz dérivées sont continues et bornées sur
P2(R) x R.

- Pour tout x € R, lapplication : p € P2(R) — 83;35—#1(@(37) admet une dérivée plate :

(1) € PaR) x R 51 (92 0() ) (o)

om
dérivable par rapport a v et telle que :

(1, z,v) € P2(R) x R x R— o <3x5“

om

et

(1, z,v) € P2(R) x Rx R+ 8“5% <8x5:1()(:c)) (1) (v),

sont continues et globalement bornées.

Alors C vérifie les hypothéses du théoréeme 4.53.1.

Démonstration : On vérifie les hypothéses du théoréme point par point.

1. Si on fixe u € P2(R), 'application ¢(.,u) = u((.,p)) = u(L(XX0H)) est bien dérivable
d’aprés la formule d’Ito, avec :

9 0U

u(t.10) = [ g (it )@l (a—b)o+bit (D bt )+ [ S (0(t ) ()0 d(t o))

En remarquant que v est continue sur [0, 7] X P2(R), le lemme 2.2.2 assure que cette application
est continue sur [0, 7] x P2(R).

2. On a déja vu que Papplication ¢(t,.) admet comme dérivée plate pour ¢t > 0 :

—y— ,U,(I)(ebt _ 1)) ef(afb)t

u xef(afb)t
(1,v) € P2(R) xR |—>/R %(u)(x) lga,b,t (

o o

—(a=b)t gbt _ q —(a=bt _ o — (Db — 1

e e xre e

—v / g;,b,t< y = (O )> du(y)] da,
o o R o
et pour t =0:
ou
(1, v) =€ Po(R) x R < (1) (v).

Il est clair que cette dérivée plate vérifie les hypothéses de régularité (grace au lemme 2.2.2
et un théoréme de régularité sous l'intégrale) et de croissance pour appliquer la formule d’Itd
3.2.2, a t fixé.

3. On montre seulement la continuité par rapport a (¢, u,v) en les points tels que ¢ = 0, il s’agit
du point le plus difficile car on perd la densité par rapport a la mesure de Lebesgue lorsque
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t = 0. Raisonnons pour @c%. Le théoréme de dérivation sous I'intégrale assure que :

0.5 (1, 1))

=2 [ [9’ ¥ (m(ab)t o (e - 1>) "

o R(Sm

g o
e—(a=b)t bt _ 1 re—@=bt _ o _ (D) (et — 1
—— - /Rgé,b,t yg p(I)( ) an() | do.
1 ou (a—b)t bt ,
— —g e %(M)(e [au + v+ M(I)(e _ 1)])ga,b7t(u) du
et — 1 du (a—b)t y /

= ela—b) ayé£00@w_wqau+%w+uﬂﬂew——UDg%WOOdu (IPP)

+ele Dbt 1) /R < Rax;:;(u)(e(ab)t[au +y+ p@)(e” = D)) gape (1) dU> dp(y)
)

— e(a—b)t/Rax(?:ﬂL(M (e(a—b)t[o_ /K(t)u+v +M(I)(ebt o 1)])\/127_‘_6_“2/2 du
T elab (bt — 1) /R ( /R 005 () (e o /KDy + (1) (" 1)])\/12?6"2/2 du> du(y)
-®+0.

c e, . , . S 12 . Ww-
Pour la continuité, on raisonne séquentiellement en considérant des suites ¢, — 0, f1, — 1t €t
v, — v. On montre facilement que :

1

ettty [ ([ 0u 2 (e lo RETu o+ (D = D) e ) din(s) 0.

le terme intégral étant borné uniformément en n puisque 83;3% est globalement bornée. Pour
@), on raisonne par convergence dominée et on voit qu’il converge vers :

Cela montre la continuité de 8365—;’; par rapport a (¢, u,v) pour les points tels que ¢ = 0. Le

méme raisonnement permet de montrer la continuité de 8%(?% par rapport a (¢, u,v).

. Il s’agit maintenant de voir que pour tout € R, et pour tout t € [0, 7], la fonction
1 € Po(R) — 8,22 (¢, 1) (x) admet une dérivée plate :

T sm
(1,v) € P2(R) x R = — (890

qui est dérivable par rapport a v et tel que :

J

(t,p,x,v) € [0,T] x P2(R) x R x R+ &,% <8x5 (t, )(w)) (1) (v),
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est continue. En reprenant les calculs faits précédemment dans le point 3, il s’agit de voir

qu’'une fonction du type :
p— / g(z, p) dx
R

admet une dérivée plate sachant que g(., 1) € L'(R) et que g(x,.) admet une dérivée plate.
On montre facilement que c’est le cas si 'on suppose que pour tous compacts K C Py(R) et

K'cR:
/ sup
R pek

/ sup sup
R pek yek!

La dérivée plate est alors donnée par :

P2 (a0 o < 1+ 1),

og
%, u)(y)‘ dz < +o0.

(1,v) € Po(R) x R+~ /R ;—i(m,p)(v) dzx.

Pour la dérivée plate du terme @), il s’agit de voir que :

1
V2T

admet une dérivée plate. D’aprés ce qui précéde, il s’agit, en simplifiant un peu, de voir qu’a
x,v fixés :

2
e /2 du,

i [ O (e o KB+ v+ (e - 1)

ou
p Oes

admet une dérivée plate, les conditions d’intégrabilité et de croissance requises dans la remarque
précédente seront clairement vérifies. Soient u,v € P2(R) et my = tu + (1 — t)v. On écrit
alors :

() (x + v+ p(1)),

5 (mt+h)($ +v+myn(l)) — 833%(”19(5” +o+my(l))
=0, %(mt—&-h)(l“ + 0+ mun (1) — 31%(%)(90 + v+ mn(l))
- ax%( ) (@ + v+ men(l)) — aﬁ%(mt)(m +vtmi(I)

1
- /0 /R % (896;:;(.)& + v+ TI”Lt-i-h(I))) (pmesn + (1 — p)me) (y) hd(p — v)(y) dp

t+h u
+/t 33§7m<mt)(m+v+ms(l))(u(1) —v(I))ds.

En utilisant la continuité de 8%(% et de :

(1, z,v) € P2(R) x Rx R 0 <Ox(5u

(0@ )

on déduit que la dérivée plate qu’on cherchait est :

() € PalR) x R 22 (0,85 (o + v+ (D)) (o) + 9933 () + 0+ (D).
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Cela permet de conclure pour @. On raisonne de méme pour (5. On obtient alors la longue
expression :

(gt )@ ) o)

b
a—b)t (S (SU a—b)t t
= et [ 10 (gt (e oy RTu+a-+ (e = D)) ()0)
—i-aig—:l(u)(e(a_b)t[a\/ﬁtm + 2 4 p(I) (e — 1)])v(ebt — 1)] \/1276_“2/2 du
el (e 1) [ o £ (el o/ KD+ v+ n0 (e - 1)
+ [ (5o (0r O D o /Ry + w0 = 1) ) ()0

ou

+07 = () (e o /K (hu+y + (D) (" — 1])u(e” - 1)) du(w} 1

711,2/2 d
—€ u
V2T

La continuité de :

(t,p,x,v) € [0,T] x P2(R) x R x R+ &,% <8I§j;(t, )(CL‘)) (1) (v),

s’obtient par un raisonnement analogue a la continuité de 896% et 8%% sur [0, 7] xP2(R) xR.

5. On doit montrer que :

2

0¢ du(x) < 4o0.

a:c%(tv N)(aj)

sup  sup /
te[0,T] ueP2(R) /R

On reprend 'expression trouvée a la fin du point 3 pour &E%(t, 1) (v). Les hypotheéses faites
sur u montrent qu'’il s’agit d’une fonction globalement bornée sur [0, 7] x P2(R) x R, ce qui
permet de conclure.

6. On raisonne de méme pour la derniére hypothése grace a ’expression trouvée a la fin du point
4 en remarquant que :

(t,pu,z,v) € [0, T] x P2(R) x Rx R+~ &,% (81(;5:;(@ )(:v)) (1) (v),

est globalement bornée d’aprés les hypotheéses faites sur .

0

Corollaire 5.0.3. Pour toute fonction bornée ¢ € C:(R;R) dont les dérivées d’ordre 1 et 2 sont
également bornées, on a pour tout T'> 0 :

— 0,
N—+oo

ot on garde les mémes notations que dans le théoreme 4.53.1 pour le systeme de particules.
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Démonstration : Il s’agit de voir que la fonction :

M'—>/R¢(x)dﬂ(x)7

est bien dans I’ensemble C de la proposition précédente. Or cette fonction admet ¢ comme dérivée
plate, qui vérifie les hypothéses de cette proposition. O
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6 Appendice

6.1 Espaces de mesures de probabilité : distances de Wasserstein

On fixe (X, d) un espace polonais, avec d une métrique le rendant complet. On fixe également
p € [1 4+ oo[. On trouvera les preuves des résultats de cette partie dans | |.

6.1.1 Définitions
Définition 6.1.1. Soit g € X. On définit :

Pp(X) = {M € P(X), /Xd(l‘,ﬂfo)p du(z) < +oo} )

Sip € Pp(X), on dira que p admet un moment d’ordre p fini.
Remarque 6.1.2.

- Il est facile de voir, grice a l'inégalité triangulaire, que si la condition dans la définition est
réalisée pour un xq, alors elle [’est pour tout xg.

- Si d est une distance bornée, alors pour tout p > 1, on a : Pp(X) = P(X).

Notation : Soient X et Y des espaces polonais, p € P(X) et v € P(Y). On note II(p,v)
I’ensemble des probabilités w sur X x Y ayant comme lois marginales u et v. De telles probabilités
sont appelées plans de transport envoyant p sur v.

Définition 6.1.3. Si u € P,(R?), on notera :

= ([ |x\pdu<x>)1/p.

Théoréme 6.1.4. L’application W), définie par :

Pp(X)XPp(X) - Rt y
p
Mo e |t [ Pt
mell(p,v)
XxX

est une distance sur Pp(X), appelée distance de Wasserstein.
Remarque 6.1.5. Une réécriture plus concise de la distance de Wasserstein est la suivante :
1/p
v € PUX), Wyl) = (, inf_ Ba@VY)
Ur~p, Vv
ot on note U ~ p une variable aléatoire de loi p.
L’inégalité de Holder entraine directement la proposition qui suit.

Proposition 6.1.6. Soient 1 < p < g < +o0, alors : W, < W,.

Inversement, si la distance d est bornée, alors : Wi < (diam(X))1P Wp.

Théoréme 6.1.7. Pour tout p > 1, l’espace de Wasserstein (P,(X), W),) est un espace polonais.
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6.1.2 Convergence en distance de Wasserstein

On peut maintenant s’intéresser au lien entre la convergence d’une suite pour la distance de
Wasserstein W), et la convergence étroite.

Définition 6.1.8. On définit :

Cop(X) :={f € C°(X;R), (L +d(z0,.)) P f€C(X;R)} D C(X;R).

Théoréme 6.1.9. Soient (1), € Pp(X)N et p € Py(X). On note — la convergence étroite de
mesures de probabilités. Alors, il y a équivalence entre :

W,
1., =% p.

-WG%MX%tAfwn—+ fdp.

n—-+o0o X

IS

S — et /d@mWWM@ S /wamwm@,Vmex

B

C oy = et hm/ d(z,xo)? dpy () §/ d(x,z0)P du(x), Vroe X.
mJXx X

R

tn — p et lim Sup/ d(x,z0)? dpn(x) = 0.
d(z,z0)>R

R—+o00 pn

Remarque 6.1.10.

- On remarque que si d est une distance bornée, alors Pp(X) = P(X) et la convergence en
distance de Wasserstein coincide avec la convergence étroite puisque C,? =Cpp-

- Dans le cas ou d est une distance non bornée, si d est une distance bornée définissant la méme
. T d . . .
topologie que d (par exemple d = m), alors n’importe laquelle des distances de Wasserstein
métrise la convergence étroite.

6.1.3 Inégalité de convéxité

L’inégalité suivante, dite de convexité, s’avérera étre utile dans la suite pour obtenir certaines
majorations.

Proposition 6.1.11. Soient i, p2,v1,v2 € Pp(X) et a € [0,1]. Alors on a linégalité dite de
convexité sutvante :

Wh(apr + (1 = @)z, avy + (1 — a)ve) < aWh (1, v1) 4+ (1 — a)Wh (2, v2)

Démonstration : On prend un plan de transport optimal 7; envoyant pq sur v; et un plan optimal
o envoyant ps sur vs. On considére la probabilité :

m=am + (1 - a)m € P(X x X).
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On remarque que les marges de 7 sont auy + (1 — a)pe et avy + (1 — a)rs. Ainsi on a :

Wh(ap + (1 = a)uz, avy + (1 — a)vz) < / d(z,y)P dr(z,y)

XxX
= / d(xa y)P dﬂ-l($a y) + (1 - Oé) / d(x,y)p dﬁg(l',y)
XxX XxX

= aWl (1, 1) + (1 — a)Wh(ua, v2).

On a également I'inégalité suivante.
Proposition 6.1.12. Soient p,v € Pp(X). Pourt € [0,1], on définit my = v + t(u — v). Alors si
te[0,1] et h tel quet+h €0,1], on a :
WE (men, me) < [R[WP (p,v).
Démonstration : On prouve le cas h > 0. Pour cela on remarque qu’on peut écrire :

(I—(t+h)v+tu
1-nh

(I—=(t+h)v+tu
1—h ’

Mmyyn =hp+ (1 —h) et my=hv+(1—h)

et on applique 'inégalité précédente. O

6.2 L-dérivée et formule d’It6

Avant de commencer, mentionnons que les preuves des résultats présents dans cette sous-partie
se trouvent toutes dans | |.
6.2.1 L-dérivée

Dans la suite, on notera toujours : u : Po(R?) — R. L’espace (92, F,P) étant supposé complet
et sans atomes, pour toute u € Po(R?), il existe X € L2(Q2, F,P,R%) de loi p. On définit alors :

[ L¥(Q, F,P;RY) SR
“{ X e u(L(X))

ott L(X) désigne la loi de X. On appelle @ le lifting de u.

Définition 6.2.1. On dit que u est L-différentiable si i est Fréchet-différentiable et on note Du sa
différentielle ( identifiée a son gradient ). De méme on dit que u est contindment L-différentiable si
@ est C' au sens usuel.

Remarque 6.2.2. Si X € L*(Q,F,P;R%), la différentielle de @ en X est notée Du(X). Cette
notation porte légérement confusion car on peut avoir limpression que Du(X) est l'image de la
variable X par une certaine application déterministe, ce qui n’est a priori pas le cas. La proposition
sutvante apporte une précision a cette remarque.
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Proposition 6.2.3. Si u est L-différentiable, la loi du couple (X, Du(X)) ne dépend que de la loi de
X et pas de la variable X de loi donnée. De plus, la variable aléatoire Du(X) € L*(Q, F,P;R%) est
o(X)-mesurable et pour toute u € P2(R?), il existe une fonction mesurable : Ou(p)(.) : RT — R4
telle que pour toute variable aléatoire X de loi pu, on a :

Di(X) 2 9, u(y1)(X).

Remarque 6.2.4. L application 0,u(u)(.) appartient a L* (1), donc est définie seulement p-presque-
partout.

Dans la suite, on s’intéresse aux propriétés de régularité de la L-dérivée.

Proposition 6.2.5. Supposons que u est contindment L-différentiable. Alors pour toute p € Pa(RY),
il existe une version de d,u(p)(.) € L2(RY, u), telle que Uapplication :

(1) € Po(RY) x RY o du(u)(a),

soit mesurable, ot on munit Pg(Rd) de la tribu borélienne pour la topologie induite par Wy. De plus,
si Oyu(p)(.) posséde une version continue, alors les deuz versions coincident sur le support de fu.

Théoréme 6.2.6. Supposons que u est L-différentiable et telle que Du est globalement lipschitzienne
sur L2(Q, F,P;R%). Alors pour toute i € Po(RY), il existe une version de

Ouu(p)(.) € L*(RY, ) lipschitzienne, de constante de Lipschitz indépendante de p et telle que lap-
plication :

(1, 2) € Po(RY) x R = Ou(p) (),
soit mesurable et continue en chaque (u,x) tel que z € Supp(p).

On a également le résultat suivant qui donne un résultat de différentiabilité des projections em-
piriques de u définies dans la définition 2.3.1.

Proposition 6.2.7. Supposons que u est contindment L-dérivable. Alors pour tout N > 1, uN est
différentiable et on a pour tout (x1,...,2x5) € (RON et pour touti € {1,..., N} :

N
1 1
axiuN(xla ce a-rN) = Nauu <N dec) (wl)
k=1

Remarquons que dans la formule précédente, il n’y a pas d’ambiguité a évaluer d,u (z{/ Z 5wk>
k=1
N
en x; puisque c’est un élément du support de % Z Oy, -
k=1

Donnons maintenant des exemples de fonctions qui sont L-dérivables.
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Exemple 6.2.8. On se donne ¢ € C'(R%,R) telle que :
Vo € RY, [Vo(e)| < C(1 +a),

et on consideére :

w:peP(RY— [ odu.
Rd

Alors un calcul direct montre que u est continiment L-dérivable et que pour toute pu € Pg(Rd) :
D)) = Vo(.).

Ce résultat est quelque peu contre-intuitif, la fonction u étant linéaire en p, on pourrait s’attendre
a ce que "la" dérivée de u soit simplement ¢ et non son gradient. Nous verrons dans la partie suivante
que ce sera le cas pour la dérivée plate de u, sous des hypothéses plus faibles sur ¢.

Exemple 6.2.9. On se donne h € C*(R? x R% R) telle que :
Va,y € RY, |Vh(z,y)| < C(1+ x| +|y]),

et on considére :

u:p € Py(RY) — h(z,y) du(z) du(y).
R4xRd

Alors on a pour tout p € Po(RY) :

/8hy,.du /ah (y).

Exemple 6.2.10. On se donne g : R x Po(R?) — R continue et telle que :

- Pour toute p € Po(RY), g(., 1) est C' et (x, ) € R x Po(R?) v 9pg(w, p) est continue. On
suppose de plus que pour tout borné K C P2(RY), i.e :

sup [ [of? du(o) < +oc,
nek JRA

il existe Cic > 0 telle que :

Vo € RY, sup [0,g(x, p)| < Crc(1+ |z]).
peKX

- Pour tout x € R%, g(x,.) est L-dérivable et pour toute u € Po(R?) on peut trouver une version
de Oug(x, p)(.) telle que :
(z,0) € RY x RY = Qug(w, 1) (v),

est mesurable et pour tout borné K C Pa(R?), il existe Cxc > 0 telle que pour tout x,v € R? :

sup |09 (z, p)(v)| < Cc(1 4 [z + |v]).
pneK

On consideére :

p € Po(RY) = u(p) = / 9(@, p) dp(x).
R

Alors pour tout p € Po(RY), on a :

0,u1)(0) = Dugvup) + [ gt i)(0) )
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6.2.2 Lien avec la dérivée plate

Les deux notions de dérivation de w sont distinctes. On a vu que la dérivée plate consiste a
deériver : ¢t € [0,1] — wu(tu + (1 — ¢)v). En revanche, la L-dérivée permet en particulier de dériver
les applications de la forme ¢t € [0,1] — u(L(tX + (1 —t)Y)), ou L(X) = p et L(Y) = v. On a
évidemment pas de maniére générale : L(tX + (1 —t)Y) =tL(X)+ (1 —¢)L(Y). Une bonne maniére
de comprendre L(tX + (1 —t)Y') est de voire cette probabilité comme la loi de la variable :

1<t X + 1y5:Y,

ot U est une variable indépendante de X et Y et distribuée uniformément sur [0, 1].

Commengons par donner un contre-exemple d’une fonction qui admet une dérivée plate mais qui
n’est pas L-dérivable. On considére 'application moment d’ordre 1 :

732 (Rd) - R
MHAQMW@

Cette application admet comme dérivée plate I’application constante égale a |.| d’aprés les exemples
de la partie précédente. Montrons que u n’est pas L-dérivable. Le lifting de u est ’application :

i:X e L*(Q,F,P;RY — E|X]|.

Si u était L-dérivable alors pour tout X € L?(Q,F,P;R?), l'application t € R — E|tX]| serait
dérivable par composition. Ce n’est pas le cas comme on le voit en prenant X = 1.

On cherche maintenant comment passer d’une dérivée plate a une L-dérivée. On fixe toujours
u: P2(RY) — R.

Ju

5. On suppose de plus que pour

Proposition 6.2.11. Supposons que u admet une dérivée plate
toute € P2(R), %(u)() est différentiable et vérifie :

1. (u,z) € Po(RY) x R 9, 2% (u)(z) € R? est continue.
2. Pour tout compact K C Pg(Rd), il existe Cx > 0 telle que pour tout z € R? :

sup
neK

O ~— (1) ()

< .
() @) < Cre(1+ a)

Alors sous ces hypothéses, la fonction u est L-dérivable. De plus on a :

Vit € Pa(RY), Buu(n)() = B -

om

(1) ()-
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Démonstration : On fixe X € L?(Q, F,P;R%) Alors pour tout Y € L*(Q, F,P;R%). On a :
W(X+Y)—a(X)=ulLl(X+Y)) —ulL(X))

_ / / (FLX 4 Y) + (1 — DLX))(w) dL(X +Y) — £(X))(w) dt
Rd m

_ / E <§“ (FLX +Y)+ (1 — DLX))(X +Y) — (?—u(t/:(X Y4 (1— t)ﬁ(X))(X)) dt
0

m m

= /1E </1 <5 (;5“ L(X+Y)+ (1 —-t)L(X))(X +vY)> .de) dt
/ / ( G PEX +Y) + (1—t)E(X))(X+vY).Y> dv dt

—E<85u
// << S LX) + (L L)X +uY) — 0,
=@+ 0.

L’hypothése de décroissance sur Gx% assure que le gradient de 4 en X est 81(%(5()( ))(X) si on
montre que O est un o(||Y||;2). Or d’aprés 'inégalité de Cauchy-Schwarz :

®] < IV / / (

Il s’agit donc de voir que :

I

On raisonne séquentiellement. Soit (Y;,), une suite qui converge vers 0 dans L?. Montrons tout
d’abord que pour tout ¢,v € [0,1] :

8x%(t£(X FY) 4 (1= LX) (X +oY,) B o, %(ﬁ(X))(X).

<£<X>><X>.Y)

M(ﬁ(X))(X)) .Y) dv dt

om

tL(X +Y) + (L= LX) + oY) = 8= (L(X)(X)

9\ 1/2
w(x FY) 4 (1 - HLX)(X + oY) — 8x§%(£(X))(X) ) dvdt = 0.

L2

Il est clair que :
tL(X +Y,) + (1— LX) B £(X).
De plus, la continuité de az% assure que :

0, YL (L(X 4 Vo) + (1 L)X + 1Y) B 0, 2 (£(X))(X),

om om

par critére de sous-suites convergentes presque srement. Pour avoir la convergence dans L2, il s’agit
de voir que la suite est uniformément intégrable dans L?. Or I’ensemble :

{tL(X +Y,) + (1 —t)L(X), n>1},

est relativement compact dans Po(R?). Il existe donc C' > 0 telle que pour tout n > 1 :

5@6%('55()( + Vo) 4 (1= L)X +0Yy)| < C(1+ [X] + [V
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Le membre de droite est convergent dans L? donc uniformément intégrable. Ainsi pour tout ¢,v €

[0,1] :
9\ 1/2
( ) — 0.

L’ensemble : {tL(X +Y,)+(1—t)L(X), t € [0,1], n > 1} est relativement compact dans Po(R?), par
caractérisation séquentielle, il existe donc C' > 0 tel que pour tout n > 1 et pour tout ¢,v € [0,1] :

Elo, ;l(w(x+Y) F (1= )LX))(X + oY) — 0, ;%(L(X))(X)

%(tE(X +Y,)+ (1 —=t)L(X))(X +vYy)|+|0z 6—“(%( X)+(1- t)L(X))(X)‘ < O(14+|X|+|Yn])-

Or

“om

On a donc pour tout n > 1 et pour tout ¢,v € [0,1] :

-

Le membre de droite est borné par une constante indépendante de n, le théoréme de convergence
dominée assure que :

[ (el

ce qui achéve la preuve. O

Oz g—u(tE(X+Y) + (1 —t)L(X))(X +0vYy,) — 0y %(E(X))(X)

2\ 1/2
< (3C2(1+-E| X |>+E|Y,,|*)Y/2.
o ) < (BC*(1+E|X[*+E|Y,[7))

E |0~ tc(X + ) + (L= DLOO)X +0Yy) = Do (L(X))(X)

On souhaite maintenant donner des conditions pour qu’une fonction L-dérivable admette égale-
ment une dérivée plate. La proposition suivante est le résultat clé.

Proposition 6.2.12. Supposons que u est L-dérivable et que sa L-dérivée est globalement lipschit-
zienne. Alors pour toute p € Po(R?), on peut trouver une version de ,u(p)(.) continue sur R% et
telle qu’il existe p* € C1(RY, R?) avec p(0) = 0 telle que :

Quu(p)(-) = VpH ().
De plus on a :

VxeRd,p“ / Opu(p)(te).x dt.

De cette proposition, on déduit le résultat suivant.

Proposition 6.2.13. Supposons que u est L-dérivable et que sa L-dérivée est globalement lipschit-
zienme. On suppose également que pour toute i € P2(R?), on peut trouver une version de d,u(p)(.)
telle que :

(1, 2) € Po(RY) x R = u(p) (@),

est continue. Alors u admet une dérivée plate, donnée par l’application p de la proposition précédente,
et qui satisfait également ’hypothése de croissance sous-lincaire uniformément sur les compacts de
Po(RY) de la proposition 6.2.11.
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6.2.3 Formule d’It6

Dans le cadre classique, la formule d’It6é requiert de la régularité sur la fonction test. Il en est
de méme pour la formule d’It6 pour un flot de probabilités. On pourrait penser & demander de la
régularité C? du lifting @, cependant cela ne serait pas satisfaisant puisqu’il existe des fonctions de
la forme : X € L? — E(h(X)), oit h € C*(R?), qui ne sont pas C? (voir la remarque 5.80 page 449
dans | ]). La définition suivante est plus adaptée.

Définition 6.2.14. On dit que u est partiellement C? si u est contindiment L-dérivable et telle que
pour toute 1 € Po(R?) il existe une version continue de 9, u(u)(.) telle que :

1. (u,v) € Pa(RY) x R+ 9yu(u)(v) est localement bornée et continue en (u,v) tel que v €
Supp(p)-

2. Pour toute p € P2(RY), l'application : v € R — dyu(p)(v) € RY est C! et
(11,v) € Po(R) x R4 v 9,0,u(p) (v) est localement bornée et conjointement continue en chaque
(1, v) tel que v € Supp(p).

On considére alors un processus d’It6 de la forme :
t t
X; = Xo—i—/ bsds+/ 0sdBs,
0 0

ot Xg € L?(Q, Fo, P; Rd) et ol b et o sont des processus progressivement mesurables & valeurs dans
R? et R¥4 respectivement vérifiant :

T
VT >0, E/ |bs|? + |os|* ds < +oo.
0

On note également uy = £(X;) pour tout t € R*.

Lemme 6.2.15. X est un processus adapté a trajectoires continues presque strement et vérifiant :

VT > 0, Esup | X,|> < +o0,
s<T

ce qui assure que t € RT — X; € L?(Q, F,P;R%) est continue.

Démonstration : Les premiéres propriétés sont évidentes. Fixons T' > 0, alors les inégalités de
Jensen et de BDG assurent que :

T T
Esup |X,[? <3 <E|Xo|2 - TE/ |bs|? ds + 4E/ ]05]2d8> < +00.
s<T 0 0

On peut maintenant énoncer la formule d’Ité6 qui donne la dynamique de ¢ — u(p).
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Théoréme 6.2.16. Soit u : Po(R?Y) — R partiellement C2. On suppose également que pour tout
compact
K C PQ(Rd) :

sup [ 10,0,u(4)(0)P di(v) < +ox.
pnek JRA

On note toujours py = L(X;) et on suppose toujours que :
T
VT > 0, E/ |bs|? + |os|* ds < +o0.
0
Alors pour toutt € R, on a :

o) = (o) + [ BOu) (X)) ds+ 5 [ B0, (X)) s

ol as = a40 et ol pour toutes matrices A, B € R¥4 ;
A.B = Tr(ABY),
désigne le produit scalaire canonique.

La preuve détaillée se trouve dans | |, donnons en les étapes.

Démonstration :
Etape 1 : On montre qu’on peut supposer que u, Ouu et 0,0,u sont uniformément continues
sur Po(R?) x R? et globalement bornées. En effet pour p € C°(R%, RY), on définit :

uxp:p € Po(RY) = u(pop™),

ot o p~ ! désigne la mesure image de i par p. On montre alors que la formule d’It6 pour u* p pour
tout p € C°(R4, RY), implique la formule d’'Tt6 pour u. Cela permet de restreindre u & un compact
de P2 (R4). Pour avoir les propriétés voulue, notamment la continuité globale, il s’agit de considérer,
pour € > 0 : . la densité de la gaussienne Ny(0,ely). On pose alors :

p € Po(RY) = ux p(p ),

ol u * . désigne la convolution de p par ¢., qui est une probabilité & densité strictement positive
sur R? donnée par :

reR - / ez —y) du(y).
R
Son support étant R%, les hypothéses faites sur u et ses dérivées assurent que :
1€ Po(RY) = wx plp* @e),

et ses dérivées 0, et 0,0, sont uniformément continues et bornées sur Pg(Rd) x R?. On montre
ensuite, en laissant tendre ¢ vers 0, que la formule d’It6 pour les fonctions € Po(RY) — uxp(puxge)
implique la formule d’Itd6 pour u % p. On remarque également que considérer u x p est équivalent a
remplacer (X;); par (p(X;)): et on peut donc supposer qu'il existe M > 0 tel que :

ps Vt € R, | Xy| < M.
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Etape 2 : On considére les projections empiriques v, pour N > 1 définie dans la définition 2.3.1.
Elles permettent de se ramener & du calcul différentiel usuel en dimension finie grace a la proposition
6.2.7, le but étant d’appliquer une formule d’Ité "classique" a vV (X}, ..., X}Y), oil les X? sont des
copies iid de X. En effet la remarque essentielle qui permet de comprendre le raisonnement est de
remarquer que, si on note i’ = % Z,ivzl 0 Xk la mesure empirique associée a I’échantillon, alors on
a:

~ t L2
WQ(IU’I{/V’Mt) psi) Oa

la convergence presque stre résultant du théoréme de Varadarajan et de la loi des grands nombres
et la convergence L? d’'un argument d’uniforme intégrabilité. On comprend alors que par définition

de vV, on a :

N 1 N
X, ..., X —
U ( to ) A3t )N +oou<'ut)7

et également, au vu de l'expression de la différentielle de uV, qu'un bon candidat pour approcher
Opu(pe)(Xe) en loi est :

NouN (X} ..., xM).
Ainsi on a 'espoir qu’en utilisant la formule classique d’Ité pour u? et X1, ..., X
a la limite la formule d’Itd pour le flot de probabilités.

N on puisse trouver

g

6.3 EDS classiques et de type McKean-Vlasov
6.3.1 Un théoréme d’existence et d’unicité classique pour les EDS
Théoréme 6.3.1. On fixep > 2 et T > 0 et on considére :

b:[0,T]x AxRE—=RY et 0:[0,7] x Q x R — R4,

mesurables par rapport ¢ Prog ® B(Rd), ot Prog désigne la tribu progressive. On suppose de plus
que :

1. Pour tout x € R%, on a :
T
E/ |b(s,z)|P + |o(s,z)[P ds < +o0,
0
ot on omet la variable w € Q.
2. Il existe K > 0 telle que :
vt € [OaT]v Vw € Q7 Vw,y € Rd7 ‘b(t,l‘) - b(t7y)‘ + ’J(th) - J(tay)| < K|.’L’ - y|
Alors pour toute variable ¢ € LP(Q, Fo,P;R%), 'EDS :

dXt = b(t, Xt) dt+0(t,Xt) dBt
Xo =¢ ’
admet une solution a trajectoires continues. De plus il y a unicité trajectorielle et on a :

E sup | X;|P < 400,
t<T

ce qui assure que t — X; € LP est continue.

La démonstration de ce résultat est adaptée de la preuve du théoréme 2.9 page 289 de | | qui
traite le cas p = 2 avec des coefficients qui ne dépendent pas de I'aléa w et a croissance sous-linéaire
a la place de notre hypothese 1.
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Démonstration :
Etape 1 : On définit par récurrence pour tout ¢ € [0,T]] :

xXpo=t t
Xt o =¢ +/ b(z, X")ds +/ o(z, X™) dB,
0 0
On montre par récurrence que cette suite est bien définie. Il est clair que I'aspect progressivement

mesurable sur X" se transmet directement sur X"+ pourvu que les intégrales soient bien définies.
On va montrer par récurrence que :

T
E/ X7 ds < +oo.
0

L’initialisation est immédiate. Supposons le résultat montré au rang n. En utilisant les hypothéses
on a :

lb(t, X{')| + lo(t, Xi')| < KIX{'| + [b(t,0)[ + |o(2, 0)].
On déduit alors de I’hypotheése de récurrence que :

T
E/ Ib(s, X™)|P ds < +oo,
0

et de méme pour o. Cela montre que les intégrales sont bien définies et donc que X™*! a bien un

P
)ds

/ o(u, X}})dBy
0

sens. De plus on a :

T T s
E/ | X Pds < 3P—1E/ (yg\u '/ b(u, X) du
0 0 0

T
<y <TE5|P +17E [ o X[ du-+ TBsup
0

p
+

/ o(u, X)) dBy
0

s<T

) (Jensen)

T T p/2
< g1 (TEg\p v TPE/ 1b(u, XM)[P du + C(T, p)E (/ 1o (u, X;})qu) ) (BDG)
0 0

T T
< 3p1 (TE|£|p + TpE/ |b(u, X:)|P du + C’(T,p)E/ lo(u, X7})P du) car p > 2,
0 0

ou C(T,p) peut changer d'une ligne a I'autre. Ainsi on a :

T T T
B [ IXIPds < O(T.p) (E|5|P+E | wxppauss [ a(u,X’;npdu)
0 0 0

< 400,

d’aprés ce qui précéde. Ceci achéve la récurrence.

Etape 2 : On montre qu’il existe C' > 0 ( qui dépend de K, p et T ) et telle que :

Vn > 1, ¥t € [0,T], Esup | X"]P < C(1 + E|¢|P)eC".

s<t

On raisonne par récurrence en choisissant C' a posteriori. Pour initialiser, il suffit de prendre
C' > 1. Supposons qu’on ait le résultat au rang n. On a alors pour tout ¢ € [0,7], d’aprés ce qui
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précéde et en utilisant les hypothéses sur b et o :

t t
Esup [ XTHP < O(T, p) (E[ﬁ\p + E/ |b(u, X)|P du—l—E/ lo(u, X)) P du) (Jensen et BDG)
s<t 0 0
t t t
<o) (BleP + B [ 0P dut 8 [ owopaut® [ 1xzp i)
0 0 0
t
< C(Tp, K) (1+E|5|P+E/ ]X3|pdu>
0

t
< C(T,p,K) (1 +E|¢P + / C(1 + E[¢[P)ec™ du)
0
< C(T.p, K)(1 + E[¢[)e".
11 suffit de choisir C' = max(C(T,p, K), 1) pour que la récurrence fonctionne.

Etape 3 : On écrit : X" — X = AP + M}, ou :

t
AP = / (b(s, X™) — b(s, X"~1)) ds,
0

et
t
M} :/ (o(s, X™) — (s, X" 1)) dBs.
0

Remarquons que M™ est une martingale LP puisque pour tout n :
¢
E/ lo(s, X2)Pds < +o0,
0
d’aprés ce qui précéde. Par I'inégalité de BDG et de Jensen, on a pour tout ¢t <7 :
¢
Esup |[M"P < C(p)KpE/ X" — X" NP ds < 4o0.
s<t 0
L’inégalité de Jensen assure que :
t
Esup |[A%|p < TP—IKPE/ |X" — X LP s,
s<t 0
Il existe donc une constante C'(p, T, K) telle que pour tout ¢ € [0, 7] et pour tout n :
t
Bsup [ X[ XIP < Clp. T,K) [ BIXI X2 ds.
s<t 0

En itérant, on obtient que :

(C, T, K)t)"

Esup | X" — X7)P < ¢’
s<t 7’L'

(%),

ot : C' = supy<p E|X! — ¢P qui est finie d’aprés 'étape 2. On a donc :

Esup,op [ X2 — X7|P
n+l _ yn —n—1 t<T 1}t t
P(§;¥|Xt X' > 2 ) < =57 D)
(2PC(p, T, K)T)"

< 2rC’
n!
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Cette quantité étant sommable en n, le lemme de Borel-Cantelli 1 assure que pour presque tout
w € Q, il existe N(w) > 0 tel que :

¥n > N(w), Vt < T, | X (w) — X' (w)| <2771,
ce qui implique en sommant que :
Vn > N(w), V¢t <T,¥Ym > 1, | X7 (w) — X[ (w)| <27

Cela assure que la suite X™ est presque stirement de Cauchy sur C°[0, T et donc convergente presque
strement uniformément sur [0, 7] vers un processus (Xt)te[O,T]- Ce processus est a trajectoires conti-
nues et est adapté comme limite de processus adaptés. On remarque également par le lemme de
Fatou que pour tout t € [0,7] :

Esup |X,[P < C(1+ E[¢[P)e“".

s<t

Il reste alors & montrer que X est bien solution de 'EDS.

Etape 4 :
1. On a immédiatement : P(Xg =¢) = 1.

2. Les calculs précédents montrent que :
T
E/ 1b(s, X)) + |o(s, Xs)[P ds < oo,
0

puisque :
E| X[ < O(1 + E[¢[")e,
donc les intégrales sont bien définies.
3. L’inégalité (x) montre, en utilisant le lemme de Fatou, que :
o
Clp, T, K)t)*
_ n|p < / ( Y ? .
Bl = XIP <02, ==

k=n

On déduit alors que :

P T
< Tp_lE/ |b(u, X;;) — b(u, Xy,)|P du  Jensen
0

Esup
s<T

/Os(b(u, X)) —b(u, Xy)) du

T
< Tp_leE/ | X" — X, [P du
0

— 0.
De méme :
s P T p/2
Bowp | [ (o, X2) ol X)) dB| < O ( Ja a(u,Xun?du) par BDG
s<T |J0 0

T
< C(p)E/ lo(u, X7}) — o(u, Xy)|P du  par Jensen
0

T
< C(p)E/ X7 — X, |P du
0

— 0.
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Quitte & extraire, on peut donc supposer que presque stirement, pour tout ¢ € [0,77], on a :

t t

t t
/ b, X"y du — [ blu, X du et / o(u, X"V dBy — | o(u, X.)dBu.
0 k——+o0 0 0 k—+o00 0

Ainsi passant & la limite dans la définition de X™ 1 on déduit que presque stirement, pour
tout ¢ € (0,77 :

t ¢
Xy :f‘f‘/ b(S,Xs)dS—i-/ o(s, Xs) dBs.
0 0
L’unicité trajectorielle résulte de I'inégalité de Gronwall.

g

Remarque 6.3.2. Si les hypothéses du théoréme précédent sont satisfaites pour tout T > 0, alors
en recollant les solutions, par unicité trajectorielle, on construit une solution globale sur R, qui est
UNIQUE.

6.3.2 Un théoréme d’existence et d’unicité pour les EDS de type McKean-Vlasov

Le théoréme suivant est démontré au chapitre 4 de | |, dans le cas ou p = 2.

Théoréme 6.3.3. On fire p > 2 et T > 0 et on considere :
b:[0,T] x Qx REx P,(RY) = RY et o:[0,7] x Q x R? x P,(R?Y) — R,

mesurables par rapport @ Prog® B(R?) @ B(P,(R%)). On suppose de plus que :
1. Pour tout (z,p) € R? x Pp(RY), on a :

T
E / 1b(s, 2, WP + |0 (s, 2, )P ds < +oc.
0

2. 1l existe K > 0 telle que : ¥t € [0,T], Vw € Q, Vz,y € R4, Vu, ¢/ € Pp(RY), :
|b(t7 Zz, /'L) - b(t7 Y, N/)| + |U(ta €z, :U') - U(tv Y, //)| < K(|JJ - y| + Wp(ﬂ” M/))
Alors pour toute variable & € LP(Q, Fy, P; Rd), ’EDS de McKean-Viasov :
dXt = b(t, Xt, ,u,t) dt + O'(t, Xt, /Lt) dBt
e = L(Xy)
Xo =¢
admet une solution a trajectoires continues. Il y a unicité trajectorielle. De plus on a :

E sup | X¢|P < +o0,
t<T

et donc t — Xy € LP est continue.
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Démonstration :
Etape 1 : Soit u € C°([0,T], P,(R%)) fixée. Alors il existe une unique solution a 'EDS classique :

{ dXt = b(t, Xt, ,ut) dt + O'(t, Xt, /,Lt) dBt
Xo =¢

En effet, il suffit de vérifier que les hypothéses du théoréme 6.3.1 sont satisfaites.
1. Les hypothéses de mesurabilité requises sont immédiatement vérifiées.

2. Pour tout = € R% et pour tout s € [0,7], on a :
[b(s, 2, o) [P < 2P ([b(s, , o) [P + KPWE (s, p1o))-

D’out la condition d’intégrabilité sur b, puisque :

T
/0 WP (10, 10) ds < +00,

par continuité. De méme pour o.
3. On a directement : Vs € [0, 7], Vw € Q, Vz,y € R¢:

|b(sawvus) - b(s7yvus)’ + |U(37377Ms) - U(Svyvusﬂ S K|x - y|

D’ou l'existence et I'unicité voulue. Ainsi pour toute pu € Pp(Rd), on note X* cette unique
solution issue de . De plus, le théoréme 6.3.1 assure que : ¢t — X}' € LP, est continue. Ainsi, on
peut définir ’application :

¢.{ ([0, T}, Pp(R7))  — C°([0, T], Py(R?))
. poo= (L(X ))tEOT]

Etape 2 : Montrons que ¢ admet un unique point fixe. Soient u, 1’ € C°([0, 7], P,(R%)). Puisque
X" et X* ont la méme donnée initiale, alors pour tout ¢ € [0, 7] :

P
Esup | X! — X¥|P < op1 (Esup

s<t s<t

/ bu, XF, p) — b(u, X2 pil) du
0
)

¢ t
<C(p,T,K) (/ Esup | X! — X! |P ds +/ WE (s, 1) ds) par Jensen et BDG.
0 0

u<s

+ Esup
s<t

/ o (u, XP 1) — o (u, XI 1) dB,
0

Le lemme de Gronwall assure alors que pour tout ¢ € [0, 7]

Esup | X! — XV < C(p, T, K) / WE (s, 1 d8+/ </ Cp. T, K)W, (uu,uu)dU> Clp, T, K)el! =0T g

s<t
SC(p,TyK)/ WP (s, p15) ds,
0

ou la constante C(p, T, K) peut toujours changer d’une ligne a 'autre. En itérant cette inégalité, on
déduit que pour tout k > 1 :

K kmk
sup WP (" (1), ¢ (u),) < ST ETTT

sup WP (s, pil.).
s<T k' sgg p(,us :us)
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Cela montre que pour k assez grand, ¢¥ est contractante sur I'espace de Banach Cy([0,T7], P,(R%))
munit de la norme uniforme. ¢ admet donc un unique point fixe u € C°([0, 7], Pp(R?)). Cela signifie
que la famille de marginales du processus X* est exactement p, donc que X* est solution de 'EDS
de McKean-Vlasov.

Etape 3 : Il reste & montrer Punicité trajectorielle. Supposons qu’on ait une autre solution X de
PEDS de McKean-Vlasov. Alors par définition, sa famille de marginales qu’on note ji est un point
fixe de ¢. Par unicité du point fixe, on déduit que p = fi. Ainsi X* et X sont solutions de ’EDS
classique, ou pu est fixée :

{ dXt = b(t, Xt, ,U,t) dt + O'(t, Xt, /Lt) ClBt
Xo =¢

D’aprés le théoréme 6.3.1, les deux processus sont indistinguables. Le caractére continu sur LP dé-
coule immédiatement du théoréme 6.3.1. 0

Remarque 6.3.4. Si les hypothéses précédentes sont vérifiées pour tout T > 0, on peut construire,
par unicité, une solution globale sur R, qui est unique.

Exemple 6.3.5. On donne un exemple d’applications b vérifiant les hypothéses du théoreme. On se
donne :
g:10,T] x @ x RY x RY x P,(RY) — R,

mesurable par rapport & Prog® B(R?) @ B(R?) ® B(P,(R%)) avec :
- Pour (z,p) € R% x Pp(RY) fixés, il existe C > 0 telle que :

YVt € [0,T], Vw € Q, Yy € R, lg(t,w,z,y, )| < C(1+ |y|P).
- Il existe K > 0 tel que : V¥t € [0,T], Vw € Q, Vz,2' € RY, Vy, v € RE, YV, 1 € Pp(RY), :
gt w, z,y, 1) — gt,w, 2’y 1) < K(lo—a'| + |y — y'| + Wy(u, 1))
Alors Uapplication :

[0,7] x 2 x RY x P,(RY) — RY

() = [ oltonnp) duty)

satisfait les hypothéses du théoréme précédent.
Proposition 6.3.6. On note XX la solution de ’EDS de McKean-Viasov du théoréme précédent.
Alors pour tout T > 0, il existe une constante C' > 0 telle que pour toutes variables Xo, X/, €

LP(Q, Fo, P) -
vt € 0, 7], B|X;° — X,“0|P < CE|X, — X}
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Démonstration : Cela découle du lemme de Gronwall et de I’hypotheése lipschitzienne. U
Proposition 6.3.7. On se place dans le méme cadre que le théoréme 6.5.3, pour p = 2 disons. On
suppose de plus que pour tout T > 0, il existe Kp > 0 telle que :

Vt € [0,T), Vw € Q, Yo € RY, |b(t,w, z)| < Kr(1 + |z| + May(p)),

et
Vt € [0,T), Yw € Q, Vo € RY, |o(t,w, 2, u)| < K7 (1 + |x| + Ma(p)),

M) = ([ du($)>1/2-

Alors pour tout T > 0 il existe Cp,Cl. > 0 telles que :

ot on note :

Vt < T, B|IX,|> > e CTHE| X2 — CF).

Démonstration : On pose :
T, = inf{t > 0, | X¢| > n},

qui est une suite de temps d’arrét tendant vers 4+o00 presque siirement et on note X’ le processus

arrété. Soit C' > 0 & choisir. On applique la formule d'Ité & f(t,z) = e“*|x|? et au processus arrété
XTn .

tATy tATy ATy
LTI = P+ [ e X Ps [ 260X X, 5 / €O d(X, X),

0 0

1,7=1

AT, AT, tAT,
— X02+/ C’eCS\XS|2ds+/ 2eCSXS.b(s,Xs,M8)ds+/ 2¢ X . (0 (s, X, pis) dBy)
0 0 0

d

tATy,
+ Z/ e“Sloo*)ij (s, Xs, pis) ds.
ij=1"0
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tAT,
En prenant l’espérance et en remarquant que < / 295 X, (0 (s, X, i) dBS)> est une vraie
0 >0
martingale issue de 0 par choix de T;,, on a :

tA\Ty,

tAT),
EcCAT) | XTn |2 > E|X|? +E/ Ce®*| X% ds — QE/ O3 (Kp| Xs|(1 + | Xs| + Ma(s))) ds
0 0

AT,
—E/ e“*lo(s, X, ps)|? ds
0

tATy

tATy,
> E|X0|2+E/ CeCS|X5]2ds—2E/ O3 (Kop| X, (14 | Xs| + Mo(ps))) ds
0 0

tATy,
— E/ 3eY KA1+ | Xo|? + M2 (us)) ds
0

tAT, tAT,
> E|Xo|? + E/ Ce*| X, > ds — 4KTE/ e“ (14 | X% 4 | X | Mo (1)) ds
0 0

tA\Ty,
_ E/ 30 K2(1+ | X, |2 + M2(s)) ds
0
tATy,

tA\Ty
> E|Xo|? + E/ Ce®*| X |*ds — SKTE/ e (1 + | X,|%) ds
0 0

tATy,
—E/ 6e“°K2(1 4+ E|X,|%) ds
0

AT, INTy
> E| X2 + CE/ e“%|X,|? ds — 14(K1 + K%)E/ e“%| X % ds — 14(Kr + K2)TeCT
0 0

En prenant Cp = 14(K7 + K2), on trouve que pour tout ¢ € [0,7] :
EcCNT) | XTn 2 > B|Xo|? — 14(Kp + K2)TeCT,

d’ott le résultat en posant : C. = 14(Kr + K%)TGCT. On conclut en laissant tendre n vers oo par
convergence dominée puisque :

E sup | X,|? < +oc.
s<t
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