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INTRODUCTION

Ce document est consacré a I’étude des processus stochastiques réfléchis, notamment les solutions d’équations
différentielles stochastiques réfléchies, dont I’exemple fondamental est le mouvement brownien. Evidemment il faut
d’abord définir ce qu’on entend précisément par réflexion d’un processus, en ayant en téte de s’éloigner le moins
possible du processus initial. La premiére étude remonte aux travaux de Skorokhod en 1961 et 1962, principalement
sur RT ( c’est-a-dire en imposant au processus de rester positif ). C’est ensuite Tanaka qui a étendu la théorie aux
convexes de R", puis Lions et Sznitman a des domaines de R™ plus généraux. On se restreint ici au cadre étudié
par Skorokhod, c’est-a-dire en imposant au processus de rester positif.

On commence par s’intéresser a la réflexion d’'une marche aléatoire simple qu’on peut aisément se représenter et
on identifie sa loi. On s’intéresse ensuite aux équations différentielles stochastiques réfléchies. On les étudie d’abord
a partir du lemme de Skorokhod ( qui permet de définir la réflexion ) : la solution de 'EDS réfléchie est alors
construite comme point fixe. L’idée est que la réflexion apparait a travers un processus croissant ( ou la mesure
de Stieltjes aléatoire associée ) "minimal" en un certain sens. La méthode de pénalisation permet d’approcher la
solution réfléchie par des solutions d’EDS dont le terme de dérive est modifié de maniére & pénaliser le fait d’étre
négatif pour la solution. On relie ensuite le processus croissant de réflexion au temps local en 0 de la solution de
IPEDS réfléchie. C’est également grace aux temps locaux qu’on parvient & expliciter la loi du mouvement brow-
nien réfléchi, on obtient comme corollaire la convergence en loi de la marche aléatoire réfléchie vers le mouvement
brownien réfléchi. Dans une derniére partie on s’intéresse aux d-processus de Bessel, qui peuvent s’obtenir comme
solution d’une EDS réfléchie. Les preuves qui ne sont pas rédigées dans ce document et sans références citées se
trouvent dans | ]

Enfin je tiens a remercier Mihai Gradinaru d’avoir encadré ce séminaire.



1 Marche aléatoire réfléchie : cas discret

On s’intéresse tout d’abord a une marche aléatoire simple et symétrique sur Z, a laquelle on souhaite imposer
de rester positive. On se donne (Y;,), une suite de variables aléatoires iid de loi Rademacher de paramétre 1/2 i.e
PY=1)=PY =-1)=1/2

Définition 1.1 (Marche aléatoire simple symétrique)

On appelle marche aléatoire simple symétrique partant de a € Z le processus discret (Sy,), donné par :

So=a et Spt1=25n+ Yni1.

Il s’agit d’'une chaine de Markov sur Z. On souhaite maintenant ajouter une réflexion au processus dés qu’il
touche 0.

Définition 1.2 (Marche aléatoire réfiéchie)

On fixe une donnée initiale a € N et on définit la marche aléatoire réfléchie en 0 par :

Xy + Yn+1 si X, >0

Xo=a et X"“:{ 1 si X, = 0.

On en trouve une illustration en annexe figure 1. Le caractére markovien de la marche aléatoire est préservé par
la réflexion, comme on le voit d’aprés la définition de X, 11 comme fonction de X,, et de la suite (Y,), iid. On a
également ’expression suivante pour la marche réfléchie, qui se prouve par récurrence.
Proposition 1.3

On a:

VneN, X,=S5,+Y 1x, ,—o(l-Yp).
k=1

Une définition alternative de la marche aléatoire réfléchie pourrait étre simplement de considérer (Z,), = (|Sn|)n.
En fait, on définit ( en loi ) le méme processus, dans le cas du probléme de réflexion pour la marche aléatoire.

Proposition 1.4
On a :

(1Su)n = (Xn)n-

Démonstration : On montre que (Z,), est une chaine de Markov. Plus précisément, on remarque que 1’on peut
décrire Z,, par une relation de récurrence du méme type que celle de (X)), :

Zp+ W, si Z, >0
Zo=a et Znﬂz{ ) + S 7~ 0
n — Y

ot Wyt1 =Yo41(1s,>0—1s,<0). Pour conclure quant a ’égalité en loi, il s’agit de voir que la suite (W),),, est iid de

loi de Rademacher de paramétre 1/2. Or par indépendance de S,, et Y, 41, il est clair que la suite est identiquement
distribuée de loi de Rademacher de paramétre 1/2. Pour I'indépendance, il suffit de montrer par récurrence sur n

que :
n+1 1
E (H 1Wk_1> = Sorr
k=1



Cela résulte de la formule de récurrence suivante :

n+1 n+1
E (H 1Wk_1> =E <E (H Ly, —1|Y3,. .. Yn>>
k=1 k=1

—E <H 1w, E (1w, ,,=1|Yi, ... ,Yn)>
k

n
=E <H 1w,=1E (1s,>01y, =1 + Ls,<oly,, =—1|Y1, . .. ;Yn)>

k=1
=E <kH1 1Wk:1§(1snzo + 1sn<o)> =5E (;ng 1Wk—1>

Puisque (Z,)n et (X,,)n vérifient la méme relation de récurrence en remplagant (Y;,), par (Z,),, qui ont la méme
loi, on déduit I’égalité en loi voulue. O

2 Processus stochastiques réfléchis : cas continu

2.1 Le probléme de Skorokhod
On souhaite définir de maniére générale une bonne notion de réflexion pour un processus stochastique. Pour
cela, on utilise une approche trajectorielle qui repose sur le lemme déterministe suivant.
Lemme 2.1 (Lemme de Skorokhod)
Soit y € C°(RT,R), avec yo > 0. Alors il existe un unique couple (z,1) € C°(R")? tel que :
1. VteRY, z=y+1
2.VteRY, 2z >0

3. 1 est une fonction croissante, nulle en 0, et si on note dl la mesure de Stieltjes associée a1, on a :

supp(dl) C {t e RT, 2z =0}.

De plus on a :

vt e R, [; = sup(max(—ys,0)) = supy; .
s<t s<t

Remarque 2.2. Puisque z est continue, on a l’équivalence suivante :
oo
supp(dl) C {t eR", 2z = 0} & / zi dly = 0.
0

En fait cette condition sur le support de la mesure dl assure une certaine forme de minimalité de la propriété de
réflexion. En effet c’est par 'action de | qu’on impose & la fonction y de rester positive, la condition sur le support
signifie que l agit uniquement lorsque le processus réfléchi touche 0. La fonction z " ressemble " donc a y autant
que possible, tout en restant positive. Sans cette condition sur le support, on perd évidemment l’'unicité.

Démonstration :

- Existence : On vérifie que la formule de I’énoncé pour ! fonctionne. Il est clair que [ est croissante, nulle en
0 et continue car s — max(—ys,0) est continue. De plus :

vte R, I, =supy;,
s<t

ainsi on a pour tout t € R :

Zt=yt+—y{+sglft>y22y?207
S



ce qui montre que z est positive. Montrons la condition sur le support de dl. Soit Ju, v] un intervalle sur lequel
z > 0. Supposons que I, > [,,. Par continuité de [ il existe ¥ €]u, v tel que : l; > ,,. Alors il existe ¢t €]u, 7] tel
que : lz =y, . Or puisque l3 > [, > 0, on déduit que :

lf} = lt = Y,

ce qui assure que z; = y; + [ = 0, ce qui est une contradiction puisque t €Ju, v|.

- Unicité : Soit (EJN) une autre solution. Alors on a : z — 2 = [ — [ est continue et & variation bornée. On a
alors pour tout t € Rt :

(20— 5)2 = 2/;(23 CE)d(s— 3, = 2/;(23 _2)d( - D),

t t ~ t t t _ t
:2(/ zsdls+/ ésdls—/ zsdls—/ 2sdls):—2</ zsdl5+/28dls><0.
0 0 0 0 0 0

Remarque 2.3. L’application de Skorokhod :

J C'(RT) = CORY)?
F'{ y = (z,1)

est continue pour la topologie de la convergence uniforme sur tout compact, comme le montre la formule donnant [
en fonction de y.
Définition 2.4
Soit (Bt)icr+ un mouvement brownien standard sur R, le mouvement brownien réfléchi partant de x > 0 est le
processus continu (p;); ou (p,l) est 'unique couple de processus continus solution du probléme de Skorokhod :
pr=z+Bi+1;, lg=0
oo

pZO, dlZO, / ptdlt:()
0

On trouve la représentation d’une trajectoire en annexe figure 2.

2.2 Equation différentielle stochastique avec réflexion

On souhaite maintenant imposer une réflexion & des solutions d’EDS, en utilisant la construction précédente.
On se donne une fonction f : R — R globalement lipschitzienne et w € C°([0,7]) avec wy > 0 et on s’intéresse au
probléme ( déterministe dans un premier temps ) :

dxy = f(x¢)dt + dwy  sur [0,T].

Théoréme 2.5

Soient T > 0 et w € C°([0,T)) telle que wo > 0. Alors il existe un unique couple (p,1) € C°([0,T])? tel que :

¢

-Vt € 10,7, pt:wt—&—/f(ps)ds—&—lt
0

-p20

T
S lg=0, dl>0, /psdls:().
0

Démonstration : ( Idée ) On considére 'espace Er = C°([0,T]) muni de la norme :

Il = sup e 1],
t€[0,T)



o L est la constante de Lipschitz de f. Il s’agit ensuite de montrer que application g € Er — p(g) est contractante,
ot (p(g),1(g)) est la solution du probléme de Skorokhod pour

t
Ty = wy +/ f(gs)ds,
0

et donc admet un unique point fixe par le théoréme du point fixe de Banach. Or puisque pour tout t € [0,7] :

p(9): = wy +/0 f(gs) + U9,

ce point fixe est bien ( I'unique ) solution recherchée.
g

En utilisant le théoréme précédent pour le mouvement brownien et en recollant les solutions par unicité, on a le
résultat suivant.

Corollaire 2.6 (EDS réfléchie)

Soit B un mouvement brownien standard et x > 0. Alors il existe un unique couple (p,1) de processus stochas-
tiques continus sur R* tel que :

t

SVEERT p=at Bt [ f(p)dstl ps
0

~p>0

-lp=0, dl >0, / psdls =0 ps.
0

2.3 Meéthode de pénalisation

2.3.1 Le résultat déterministe

On fixe ici T' > 0, w € C°([0,T]) et f globalement lipschitzienne.

Définition 2.7

Pour n € N*, on définit p™ € C°([0,T]) comme I'unique solution continue de :
t
)

t
Vee0.), o =witn () ds+ [ o) ds
( 0

La définition précédente est légitime par le théoréme du point fixe de Banach. La stratégie adoptée ici pour appro-
cher la solution de 'EDS réfléchie est de modifier le terme de dérive pour pénaliser le fait d’étre négatif pour la
solution. A la limite, la solution sera contrainte & rester positive.

Théoréme 2.8 (Méthode de pénalisation)

Avec les notations précédentes, on a :

1. Sin < m, alors pour tout t € [0,T] : pp < p™.

2. Side plus wg > 0, alors (p™),, converge uniformément vers p, la solution du probléme réfléchi du théoréme
2.5.

3. De plus, on a :
t
YVt e [0,T], I} :zn/ (P~ ds — .
0




Démonstration : Donnons les grandes lignes de la démonstration.

n

- On commence par prouver le premier point en calculant %((p —p™);)2. Cela permet de définir une fonction

limite quand n tend vers +oo.

- On prouve ensuite le résultat sous '’hypothése w € C*°([0,T]) en montrant que la suite (p™) est relativement
compacte dans C°([0,T]) pour la norme uniforme ( par le théoréme d’Ascoli ) et en montrant qu’une valeur
d’adhérence est unique comme solution du probléme de réflexion.

- On montre ensuite le caractére lipschitzien uniformément en n de w € C°([0, 7)) — p" € C°([0,T])

- On conclut ensuite par approximation.

2.3.2 Application aux EDS réfléchies

On s’intéresse maintenant & la notion de mesure invariante pour ’'EDS pénalisée :

{ dp () = dBy + (n(pf'(z))” + f(pf'(x)))dt  sur RF
po(x) ==

On peut appliquer le théoréme précédent qui justifie que la solution de I’EDS pénalisée approche la solution du
probléme de réflexion du corollaire 2.6. La preuve du théoréme précédent justifie que x — p}*(z) est continue ps et
(w,z) € A X R = pi(x)(w) est mesurable et de méme pour la solution p du probléme de réflexion 2.6.

Proposition 2.9

Avec les mémes notations que précédemment, pour tout n, p" est un processus de Markov, dont le générateur
L vérifie :

Vo€ CUR), L($) = 3¢+ (na + [(@).

De plus, si on note F' une primitive de f, le terme de dérive peut s’écrire comme une dérivée et par conséquent

la mesure :

n(z™)24+2F (z) d

dpn (7) =€~ z,

est invariante pour p".

Démonstration : On pourra trouver la preuve de 'invariance de la mesure dans | ]. O
Donnons une formule qui sera utile pour ’étude des processus de Bessel.

Proposition 2.10

Avec les notations du corollaire 2.6, si on suppose f bornée et décroissante, on a pour tout t € R :

t
/ @B (2)) de = =0,
R+ 2

. t
Démonstration : Etape 1 : Fixons ¢t € R" et montrons que : / E(l}(z)) dup(z) — ieQF(O). Par invariance de
R

Ly pour p" et par le théoréme de Fubini, on a :

[ Bt duno) = [ (| tn(pZ(z))ds) i) =1 [ 0™ dn o)

Le changement de variable y = y/nz et le théoréme de convergence dominée montrent que :

t
/ E(l{ (z)) dun(z) — te2F(0)/ ez dy = —e2F ),
R R 2



La domination étant justifiée car F' a une croissance au plus quadratique puisque f est globalement lipschitzienne,
c’est-a-dire qu’il existe C' > 0 telle que pour tout =, |F(z)| < C(1 + z?).

Etape 2 : On montre que : / E(l} (2)) dun(z) — / 2@ E(l,(z)) dz. La croissance en n de p™ ( d’aprés le
R R+

théoréme 2.8 ) et la décroissance de f montrent que :

() = o) -z — By - / F(o0 (@) ds,

est croissante en n et converge vers l; ( par le 3. du théoréme 2.8 ). Le théoréme de convergence monotone assure
que :

/ E{ () dpin(z) = / E(p (@)@ det [ B(l(x))e* ™ dao.
Rt

R+t R+t

Montrons que l'intégrale sur R~ tend vers 0. On remarque que pour tout < 0 :
t
I e Ry

< E(pi(0)) - / E(f(ps(0))) ds —
= Ct — T

La derniére inégalité provient de la décroissance de f, de la croissance de n — p}*(0) et de la croissance de z € R +—
p?(x) qui s'obtient en remarquant que si z < y, on a pour tout t € R™ :

d

(00 @) = PP W)7)? = 207 (@) = 7' (W) (0} (2)) ™ + (o7 (2)) =l (v) ™ = F(p7' (%)) <0,

par décroissance de z — nz~ + f(z) et en remarquant que pf§(x) — p§(y) = x —y < 0. Remarquons que la constante
C} est finie, en effet I’expression de [; du théoréme de Skorokhod assure que :

pe(0) < |Be| + U] flloo +sup{|Bs| + K's} = E(py(0)) < +o0.
s<t

On a donc :

0< [ BaE) i) <

(Cy — CL,)e—vz(alf)2-i-2F(a:) dr < / (Cy — x)e—vw2+20(1+x2) dz ] 0.

2.4 Lien avec les temps locaux

Rappelons la définition du temps local d’une semimartingale continue ( on pourra trouver plus de détails dans
[RY]).

Proposition-Définition 2.11 (Formule de Tanaka)

Soit (X4)iecr+ une semimartingale continue. Alors pour tout a € R, il existe un processus (L¢);cr+ continu et
croissant, appelé temps local de X en a, tel que :

t 1
vt e RY, (Xt—a)+:(X0—a)++/ 1Xs>adXs+§L?.
0

Le lien entre le processus de réflexion [ et le temps local de la solution est donné par le théoréme suivant.

Théoréme 2.12

Soit (p,1) 'unique solution de 'EDS réfléchie du corollaire 2.6. Alors p est une semimartingale dont la famille



de temps locaux (L}),cr+ ter+ Vérifie :

1
Vte R I, = §L$ ps.

Démonstration : On applique la formule d’It6-Tanaka & p = p™ : pour tout t € R, on a :

t
1
Pt = po +/ 1, 50 (dBs + f(ps)ds +dls) + §L$
0
K 1
= po + / 1,50 (dBs + f(ps)ds) + §L? ( par inclusion du support de dl )
0
t
=po+ B+ / flps)ds+1; ( par définition de la solution )
0

On a donc :

t t 1
/ 1,,<0dBs = —/ 1,.<0f(ps)ds + §L? — L.
0 0

Or le membre de gauche est une martingale de carré intégrable ( car son crochet est déterministiquement borné en
tout temps ) et le membre de droite est un processus a variation bornée, ainsi les deux termes sont indistinguables
de 0. En prenant l'espérance dans la partie martingale, on obtient :

t 2 t
0=E<(/ 1p5<0st) > = E(/ 1ps<0d5),
0 - 1t6 0 -

ce qui implique que presque srement, I’ensemble {t > 0, p; < 0} est de mesure de Lebesgue nulle. On conclut alors
que presque stirement, pour tout t € R :

1 t
I, — 5LO = —/ 1,.<0f(ps)ds = 0.
0
O

On a donc vu le lien entre le temps local de la solution et le processus [ par lequel agit la contrainte. Mentionnons
maintenant une autre application des temps locaux qui permet d’expliciter la loi du mouvement brownien réfléchi.

Théoréme 2.13 (Loi du mouvement brownien réfléchi. )

Soit (pt)ier+ un mouvement brownien réfléchi partant de x > 0. Soit (Bi);cr+ un mouvement brownien
standard sur R. Alors on a I'égalité suivante en loi :

L
(Pt)ier+ = (T + Bil)rer+-

Démonstration : Le point essentiel est que le support de dL* ( la mesure associée au temps local de X ) est
inclus presque stirement dans {t € R*, X; = a}. 1l s’agit ensuite de voir que les deux processus sont images par
I’application de Skorokhod I' d’'un mouvement brownien. O

Remarque 2.14. Cette propriété est la version continue de la proposition 1.4. Ceci n’est pas étonnant puisque
d’apres le théoréme de Donsker, le mouvement brownien n’est rien d’autre qu’une limite en loi d’une marche aléa-
toire vue " a la bonne échelle ". Le passage du cas discret au cas continue apparait dans le résultat suivant.

Corollaire 2.15

On note (X,,), la marche aléatoire simple réfléchie définie dans la premiére partie. On définit alors pour n € N




et pour tout t € [0,1] :
1
Sn(t) = %XLntj-

Alors on a la convergence en loi :
L
(Sn(t)ieio,1) = (Pt)eefo)-

Une trajectoire de la marche aléatoire réfléchie renormalisée est tracée en annexe figure 3.

3 Processus de Bessel

Dans cette partie, on utilise les résultats précédents pour étudier les processus de Bessel.

Définition 3.1 (d-processus de Bessel)

On se donne § > 1 et x > 0. On appelle §-processus de Bessel une solution continue et positive 4 'EDS :

{dpt =% dt+dB, VteR*
Po =

On souhaite étudier ces processus grace a un probléme de réflexion. La difficulté ici est la singularité en 0 pré-
sente dans le terme de dérive. Pour cela on a besoin d’un théoréme d’existence analogue au théoréme 2.5 dans le
cas ot il y a une singularité.

Théoréme 3.2

Soient T > 0, w € C°([0,T]) avec wy > 0 et g € C°(RS,R) une fonction décroissante, lipschitzienne sur tout
intervalle de la forme [e, +00|, avec € > 0. Alors il existe un unique couple (p,1) € C°([0,T])? tel que :

S p>0
- gope€ LY([0,T])

¢
-Vt € 10,7, pt:wt+/g(p5)ds+lt
0

T
S lp=0, dl>0, /psdlS:O.
0

Démonstration : ( Idée ) Pour I'unicité, on montre que la différence entre deux solutions ( qui est & variation
bornée ) a une mesure associée négative. Pour I'existence, on considére le probléme associé en remplagant g par
g¢(z) := g(e+a™), qui vérifie les hypothéses du théoréme 2.5. On a donc une unique solution p. On montre ensuite
que € — p© est décroissante et que € — €+ p° est croissante, ce qui permet de montrer que p© est de Cauchy et donc

converge uniformément vers une fonction continue. Cela permet de conclure la preuve.
0

Remarquons que si w est définie sur tout RT, on peut résoudre le méme probléme sur tout R* en remplacant
gop € LY[0,T]) par gop € LL (RT).
On est maintenant en mesure de prouver ’existence et 1'unicité des processus de Bessel.

Théoréme 3.3
Soit § > 1. Le §-processus de Bessel existe et 'EDS qu’il vérifie satisfait I'existence de solutions fortes et unicité
trajectorielle.

Démonstration : L’unicité trajectorielle est une conséquence du théoréme précédent ( avec [ = 0 ). Pour Pexis-
tence d’une solution forte, on applique 1a encore le théoréme précédent avec w = B, g : z € R}F — 5;21% Il s’agit

10



de voir que la solution de ce probléme de réflexion vérifie | = 0 presque strement. Pour € > 0, on définit pour tout

TeRT: S—1 1 5—1
fe(x):% et F.(x)= —

etz 2
La proposition 2.10 assure que pour tout t € R™ :

log(e + ).

t " t
/ H@E((2)) de = 22O e / (z+ ) 'E(S(2)) de = —>7 L,
R+ 2 R+ 2

En utilisant le lemme de Fatou et la convergence suivante qu’on obtient par des arguments de monotonie dans
la preuve du théoréme précédent ( admis ici ) :
Iy — 1,
e—0

on obtient que :

/ 2Bl (2)) dz = 0,
R+

ce qui assure, par continuité de x — l;(z) et t — l;(z) que | = 0 presque strement. d

4 Annexe : Simulations

Marche aléatoire réfléchie

Valeurs

L s o e B e L A S
o] 10 20 30 40 50 G0 70 80 20 100 110 120

Temps

FIGURE 1 — Marche aléatoire simple réfléchie
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Waleur

1.2

Mouvement brownien réfléchi sur [0,1]

1.1

0.9 +
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FIGURE 2 — Mouvement brownien réfléchi

12




Waleurs

1.2

Marche aléatoire réfléchie zoomée

1.1
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FIGURE 3 — Marche aléatoire simple réfléchie renormalisée
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