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Espaces de Hilbert

Soit H un espace vectoriel sur R (resp. sur C), (- | -) un produit scalaire (resp. hermitien)
sur H et ||| la norme associée.

(H,{-|),]Ill) est un espace de Hilbert si (H, ||-||) est complet.
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Théoreme de représentation de Riesz

Soit (H,||"||,{(. |.)) un espace de Hilbert et f une forme linéaire continue définie sur H.
Alors il existe un unique vecteur y € H tel que, pour tout z :

f(z)=(z]y). Deplus: |fllc.cax) =yl
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Noyaux définis positifs

Une application : K : X x X — R est un noyau défini positif sur I'ensemble X si :

> Elle est symétrique : pour tout (z,y) € X on a K(z,y) = K(y, z).
» Pourtous N €N, (z1,29,...,2nv) € XV et (a1,0a2,...,an) ERY ona:

N N
ZZ aiajK(a:i,xj) Z 0.
i=1j=1

8/34



Exemples

» Si X =R%et que K : X? — R est définie par :

K(z,y)=(z|y), VY(z,y) e’

Alors K est un noyau défini positif appelé le noyau linéaire

» Plus généralement, si X' est un ensemble quelconque, ¢ : X — R? et que
K : X% = R est définie par :

K(z,y) = (d(z) | ¢(y)) V(z,y) € X%

Alors K est un noyau défini positif.
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Exemples

> Si X =0,1] et que K : [0,1]*> — R est définie par :

K(z,y) = min(z,y), ¥(z,y) € X2

Alors K est un noyau défini positif appelé noyau histogramme.
» Si X =Ret que K : R?2 = R est définie par :

K(z,y) = (14 zy)?, VY(z,y) € X% etou d e N*.

Alors K est un noyau défini positif appelé noyau polynomial.
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Construction de noyaux définis positifs

Si (K, )nen est une suite de noyaux définis positifs sur X alors :
» Pour tous A1, A2 > 0, \{ K1 + A2 K5 est un noyau défini positif.
» L'application K7 x K5 est un noyau défini positif.
» Si pour tout (z,y) € X? la suite (K, (7, y))nen admet une limite K (z,y). Alors K
est un noyau défini positif.
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Construction de noyaux définis positifs

Si K; et K5 sont des noyaux définis positifs sur X} et X respectivement alors :

» La somme directe : K1 @ K> = K7 + K> est un noyau défini positif sur
(Xl X XQ) X (Xl X XQ)

» Le produit tensoriel : K1 ® Ky = K; x K5 est un noyau défini positif sur
(Xl X XQ) X (Xl X Xg)
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Noyau Gaussien

Si X = RY et que K : X2 — R est définie par :
w2
K(z,y)=e e Y(z,y) € X2

Avec o € R. Alors K est un noyau défini positif appelé noyau gaussien.
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Espace de Hilbert a noyau reproduisant (RKHS)

Soit (H,||"|[,{.].)) un espace de Hilbert de fonctions f : X — R. On dit que H est un
espace de Hilbert a noyau reproduisant si pour tout x € X" |'application

) H—-R
U fe )

est continue.
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Noyau reproduisant

Soit (H, |||, (-] -)) un espace de Hilbert de fonctions f : X — R. On dit qu'une application
K : X x X = R est un noyau reproduisant de H si :

> Vzxe X, K(-,z) € H,
> Vo€ XVf € (| K(o0)) = f(a).
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Quelques propriétés des RKHS

Soit (H, |||, (. | .)) un espace de Hilbert de fonctions f : X — R.
» Si un noyau reproduisant existe, alors il est unique.

» Un noyau reproduisant existe si et seulement si H est un espace de Hilbert a noyau
reproduisant.

» Un noyau reproduisant est un noyau défini positif.

17i34



Exemple de RKHS

Soit X = R<. Soit H I'ensemble des formes linéaires (continues) sur R¢. D'apres le théoreme
de Riesz on peut identifier H 3 R¢ c’est donc un espace de Hilbert muni du produit scalaire :

19 g =Y | Yg)ga

Ou yy et y, sont les vecteurs associés a f et g par le théoreme de Riesz. On vérifie que H
est un RKHS ayant le noyau linéaire K (z,y) = (2 | y)g« comme noyau reproduisant.
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Construction d'un RKHS

Soit X un espace quelconque. Si K : X2 — R est un noyau défini positif, alors il existe un
RKHS H qui posséde K comme noyau reproduisant.
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Preuve

» Soit Hy le sous-espace vectoriel de R engendré par les fonctions (K, ) cx ol :

T -

X —R
t— K(z,t).
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Preuve

» Soit Hy le sous-espace vectoriel de R engendré par les fonctions (K, ) cx ol :

X —R
K, :
t— K(z,t).

» Pour f, g € Hy s'écrivant :

n m
:ZG'ZK% g:ijKy
=1 j=1

Montrons que la quantité suivante définit bien un produit scalaire sur Hy :

<f|g Zzasz%’y]

=1 j=1
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Preuve

» (Ho, (- | ),) un espace pré-hilbertien.
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Preuve

» (Ho, (- | ),) un espace pré-hilbertien.

» Soit H I'espace de Hilbert obtenu en complétant Hy par les limites des suites de Cauchy
(dans Hp).
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Preuve

» (Ho, (- | ),) un espace pré-hilbertien.

» Soit H I'espace de Hilbert obtenu en complétant Hy par les limites des suites de Cauchy
(dans Hp).

» On étend le produit scalaire de Hy par passage a la limite, en un produit scalaire (- | -) ;.
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Preuve

» (Ho, (- | ),) un espace pré-hilbertien.

» Soit H I'espace de Hilbert obtenu en complétant Hy par les limites des suites de Cauchy
(dans Hp).

» On étend le produit scalaire de Hy par passage a la limite, en un produit scalaire (- | -) ;.
» On vérifie que K est bien un noyau reproduisant sur I'espace de Hilbert H.
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Théoreme de Mercer

Soit X un compact de R%, d € N*. Si K : X2 — R est un noyau défini positif, alors il
existe un espace de Hilbert (H,{-|-),]|||) et une application ¢ : X — H telle que pour
tous z,y € X :

K(z,y) = (o(x) [ 6(y)) -
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Principe

espace  * o L o) PR
de départ + d’'arrivée
+
o ° I
0

Si notre probléme ne fait qu'apparaitre que des produits scalaires entre les échantillons de
données, comme

K(z,y) = (o(x) [ 6(y)),

on peut directement |'étudier implicitement dans notre espace d'arrivée H.
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Exemple : calcul de distances

d(xl,)(ii/ h(x1)

- 7%(x2)

V(z, 1) € X« d(21,22)° = K (21, 21) + K (22, 1) — 2K (21, 12).

27/34




Plan

Espaces de Hilbert a noyau reproduisant (RKHS)
Quelques rappels sur les espaces de Hilbert
Des noyaux
Espaces de Hilbert a noyau reproduisant

Théoreme de Mercer et astuce du noyau
Théoréme de Mercer
Astuce du noyau

Application aux SVM non linéaires

28i34



Reprise des SVM linéaires

° >X={(:Bi,yi),i€{1,...,n}}.




Reprise des SVM linéaires

* > X = {(zi,9:)0 € {L,....,n}}.
n n

> w= Zaiyﬂu f(z) = Zaiyixfz +b.
=1 i=1




Reprise des SVM linéaires

* > X = {(zi,9:)0 € {L,....,n}}.
\\\\\ WTx+b=1 ° n n .
s~~~ [ » w = Zaiyim, f(:[,') = Za'tyzxz T+ b
e =1 i=1
n 1 n
mgleai 2 ”21 Qi i
= =

n
CZO@ZO, et Zaiyi:().
i=1




Reprise des SVM linéaires

* > X = {(zi,9:)0 € {L,....,n}}.
n n
> w= Zaiyﬂi, f(z) = Zaiyixfx +b.
i=1 i=1
n 1 n
mgleai 2 ”21 Qi i
i= =

n
CZO@ZO, et Zaiyi:().
i=1

» Vecteurs de support : y;f(z;) = 1.




Méthode de résolution

Donc en notant K le noyau reproduisant de H :
Il existe un KRHS H tel que le probleme dual y P

s'écrive : (
maxZaz - = Z a; a]yzyj ilfz,ilfj)
=1
ma,XZa, -5 Z iy (o) | o)), =
W=t C>a; >0, Vie{l,... n},

n
C>a;>0,Vie{l,...,n}, Zaiyiz(). i

; o;y; = 0.

La fonction de décision est donnée par :
z) = ZaiyiK(xi, z)+b.
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Exemple simple

On considere les éléments :

g > (z =1,y =1),
(22 =2,y0=—1)
(13 =4,y3 = —1)
(14 =5,92 = —1),
)

)

2 LA

» On va utiliser un noyau polynéme de
degré 2 : K(z,y) = (zy +1)2.
» On prend C = 100.

@

(25 =7, y5 = +1

vVvyyyvyy

(6 = 8,56 = +1),
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Exemple simple

® P > k(z,y) = (zy +1)%
2 2 &2 > C =100.
6 6
maxZaz — 5 ]Zla agyzy](l'i'zle) ’

On cherche les (o) qui vérifient :
0<a; <100, Vie{l,..., Zalyz—O
On trouve ay = 4.53, s =4.08, a3=0, as=0, a5=0.25 a6 =0.
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Exemple simple

°*—¢ A °e—e > k(z,y) = (ay +1)%
» C =100.
Ona a1 = 453, Qg = 408, a3z = 0, Qy = 0, a5 = 025, Qg = 0.
Donc :
f(z) =4.53(1 4 )% — 4.08(2z +1)% + 0.25(7z + 1)* + b.
Or f vérifie :
f(A)=1=f(7).
Finalement :

f(z) = 0.462% — 3.76x + 4.3.
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Mise en place sous Python
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