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Introduction :

Une heuristique en théorie analytique des nombres stipule que les ensembles de nombres entiers po-
sitifs ne peuvent pas étre simultanément structurés de maniére additive et multiplicative. La vérification
pratique de cette heuristique est & 'origine d’un grand nombre de problémes difficiles. Les conjectures
de ce type sont également au moins équivalentes sur le plan conceptuel a 'attente selon laquelle une
fonction multiplicative quelconque se comporte de maniére aléatoire sur des ensembles additifs.

Dans ce rapport, nous examinons l'un de ces problémes qui est resté ouvert jusqu’en 2015 : le probléme
de la discrépance d’Erdos. 1l s’agit de voir si oui ou non la borne supérieure prise (en module) par les
sommes des éléments d’une suite (f(n))nen & valeurs dans {—1, +1} le long de progressions arithmétiques
homogénes est infinie.

Apreés avoir rappelé divers résultats de base sur la théorie analytique des nombres, nous nous intéres-
serons au point de départ de la preuve du probléme de la discrépance d’Erdos : les résultats obtenus par
Matoméki et Radziwill en 2014 sur les moyennes de fonctions multiplicatives sur de petits intervalles.
Ces résultats ont bouleversé la recherche en théorie analytique des nombres, et la direction de notre
rapport emprunte seulement 'une des nombreuses conséquences importantes de ces résultats.

Cela nous ameénera a discuter de la conjecture de Chowla et d’Elliott, ainsi que des versions dites "en
moyenne" de ces conjectures, qui seront démontrées par les résultats obtenus par Matoméki et Radziwitt.

Enfin, nous nous intéresserons a la démonstration de Tao du probléme de la discrépance d’Erdos.

Je tiens personnellement & remercier chaleureusement mon maitre de stage, Pierre-Yves Bienvenu, de
m’avoir fait découvrir ce domaine des mathématiques dont je n’avais presque aucune connaissance avant
ce stage. Je tiens aussi a le remercier pour toute ’aide et toutes les connaissances qu’il m’a apportées
pendant ces deux mois. Je tiens également a remercier I’ensemble du personnel du Trinity College de
m’avoir permis de réaliser ce stage dans un bon cadre. Enfin, je remercie 'ENS de Rennes et le centre
Henri Lebesgue de m’avoir octroyé une bourse pour que je puisse réaliser ce stage a Dublin malgré le

colit trés élevé du logement la-bas.

Je tiens enfin & signaler que ce présent n’est qu’un aper¢u de mon travail réalisé pendant ces deux mois.
Sur ma page web, on retrouvera mon rapport de stage complet comportant la plupart des démonstrations

manquantes dans celui-ci.
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Notations :

— Si A est un ensemble fini on notera |A| son cardinal.
— Si A est une partie de R mesurable (pour la mesure de Lebesgue), on notera mes(A4) sa mesure.

— Si A est un ensemble, on notera 14 la fonction indicatrice de A ( 14(x) =1six € A et est égal a
0 sinon). De plus si S est un énoncé mathématique on notera 1g la fonction qui vaut 1 quand S

est vraie et 0 quand S est fausse. Ainsi on notera par exemple 1y, I'indicatrice des nombres pairs.
— On notera log le logarithme népérien.

— Siz € R, on notera |z sa partie entiére.
lz]
— Si x € Ry, on notera une somme E la somme g . Une somme indicée sur p sera toujours une

n<x n=0
somme sur les nombres premiers.

— Pour tous m,n € Z, on notera (m,n) leur PGCD.

— On rappelle qu’une fonction f : N — C est dite multiplicative si pour tous m,n premiers entre eux
flmn) = f(m)f(n), on dit qu’elle est complétement multiplicative si celle égalité est valable pour
tous m,n € N.

— Si f: N — C, on notera Df sa série de Dirichlet qui vérifie pour tous s € C (lorsque cette quantité
est définie) :

+o0
Df(s) =) @

— On notera ¢ 'indicatrice d’Euler définie par p(n) = |{1 < k <n; k est premier avec n}|.

— On note p la fonction de Mobiiis définie par p(1) = 1,u(n) = 0 si n posséde un facteur carré et

p(n) = (=1)* si n est le produit de k& nombres premiers distincts. Elle est multiplicative.

— On note A la fonction de Liouville définie par A(n) = (—1)?( ot Q(n) désigne le nombre de facteurs

premiers comptés avec multiplicité de I’entier n. C’est une fonction complétement multiplicative.
— On note 7 la fonction qui & € R compte le nombre de nombres premiers inférieurs ou égaux a x.

— On adoptera les notations asymptotiques dans deux contextes, un ou il n’y a pas de paramétre
asymptotique présent et un ot il y en a. Dans le contexte sans paramétre asymptotique, on utilisera
X =0(), X <Y ouY > X pour noter une estimation de la forme |X| < CY ou C est une

constante fixe.

— Dans certains cas ou la constante C' dépend de paramétres additionnels comme k on le notera en
indice comme ceci X = Op(Y), X <t Y ouY > X.

— Quand il existe un paramétre asymptotique (par exemple x) tous les objets mathématiques pourront
dépendre de ce parameétre (a part contre-indications). On utilisera X = O(Y), X < Y ouY > X
pour noter une estimation de la forme | X| < C'Y ou C' est une constante qui peut dépendre d’autre
paramétres tant que ceux-ci sont fixés. On notera aussi X = O(Y) pour noter une estimation de la
forme | X| < ¢Y ou ¢ est une quantité qui tend vers 0 quand le parameétre asymptotique tend vers
+00.

Les autres notations apparaissant dans ce rapport seront précisées au fur et & mesure du document.



I Rappels et quelques éléments de théorie analytique des nombres

I.1 Quelques rappels

I.1.1 Formule de sommation par parties

L’objectif de cette partie est de présenter la formule de sommation par parties qui va étre un résultat

technique classique en théorie analytique des nombres.

Théoréme 1.1: Formule de sommation par parties
Soit x € Ry,a €N, f : [a,2] = C et g une fonction de classe C!([a,x]). Alors :
> fgln = 3 fogle) — [ g0 | 3 s ) a.
as<n<z as<n<z a as<n<t
De plus, si x > 2, alors :

> ) = X 1wate) - [ o0 (X 5w ) a.

p<zT p<T p<t

Démonstration : Par le théoréme fondamental de l'intégration, on peut écrire :

> g = 3 o) ()~ [ g@a) = ¥ s (o0~ [ d@O10a0a).

a<n<z a<n<z a<n<z

Donc on obtient :

Y fgny = f(n)g(if)*/g’(t) Do fm) () de

R

as<n<r as<n<r as<n<z
= Y s [ GOl 3 F) e
a<n<z R as<n<t
= Y st - [ @) 3 s
a<n<z a as<n<t

Pour obtenir le deuxiéme point on applique le premier point & la fonction f qui vaut f(p) si p est premier

et 0 sinon. O

1.1.2 Théoréme d’approximation de Dirichlet

Dans deuxiéme courte sous-partie, on va démontrer le résultat suivant :



Théoréme I.2: Théoréme d’approximation de Dirichlet

Soient 6 € R et @ un entier supérieur ou égal & 2. Alors il existe un rationnel P il que :
q
0<g<@ et ’0 - =

Démonstration : La preuve est assez rapide et repose essentiellement sur "le principe des tiroirs".

Considérons les Q+1 nombres 0,1{0}, {26}, ...{(Q —1)8}. Tous ces nombres appartiennent a [0, 1]. Donc

. . k+1 . .
au moins un des () intervalles é, 7 pour k € {0,...,@Q — 1} contient deux de ces nombres. Ainsi

il existe des entiers a1, as, b1, bs tels que :

1
0<a; <ax <Q et |(a10—b1) — (az6 — ba)| < o
Donc en posant ¢ = az —ay € [1,Q — 1] et p = by — by, on obtient le résultat attendu. ([

I1.1.3 Caractéres, transformée de Fourier sur un groupe fini et sommes Gaussiennes

Dans cette partie on va s’intéresser aux caractéres de Dirichlet et & la transformée de Fourier sur
un groupe fini. Nous n’allons pas démontrer les résultats ici car ce sont plutét des résultats classiques
de cours de L3/M1 sur les représentations de groupes. Pour les preuves on fera référence a [1] (sauf
contre-indication).

Définition 1.3
— Soit G un groupe fini abélien. On appelle caractére sur le groupe G, tout morphisme x : G — C.

On notera G I'ensemble des caractéres de G.

— Soit ¢ > 0. On appelle caractére de Dirichlet modulo q toute fonction x : N — C telle qu’il
existe un caractére x : (Z/qZ)* — C tel que :

Vn e N:x(n) =1, o=1xX(n mod q).

Deux exemples de base de caractéres de Dirichlet sont les suivants :
Définition 1.4
— Le caractére de Dirichlet valant 1 sur les entiers premiers avec n et 0 ailleurs est appelé carac-

tére principal modulo n.

— Le caracteére de Dirichlet principal modulo 1 (valant 1 sur tous les entiers) est dit caractére

trivial.

Citons pour commencer quelques propriétés de base sur les caractéres :

Proposition 1.5

Il y a exactement ¢(q) caractéres de Dirichlet modulo ¢ pour tout ¢ > 1.



Intéressons-nous maintenant & la transformée de Fourier sur un groupe fini abélien G que 1’on fixe pour

le reste de cette partie. Sur ’ensemble C[G] des applications de G dans C, on définit le produit scalaire

hermitien par :

vf.g€ClG |G‘ > f(@)g(@)

zeG
Définition 1.6
— Soient f € C[G] et x € G. On définit le coefficient de Fourier c;(x) par : c;(x) = (f | x).
— On appelle transformée de Fourier sur G, I'application F qui a f € C[G] associe f définie par :

WX € G fx) = 1Gler(®) =Y f(=)

zeG

Par les relations d’orthogonalité entre les caractéres on obtient les deux résultats suivants :

Proposition 1.7

Soit f € C[G], on a la formule d’inversion :

F=Y erl)x= |G| > flx

x€G xeG

Proposition 1.8

Soient f,g € C[G], on a la formule de Plancherel :

> F(8)9(s) = 1G1 Y er()eg(x) |G|Zf

seG XGG x€eG

Q>

On termine cette partie en énongant un résultat sur les sommes gaussiennes (voir Théoréme 8.7, [2]).

Proposition 1.9

Soit x un caractére de Dirichlet modulo ¢. On note pour tout n > 1 :
I mn
Gl = 3 xmpe ().
= q

Alors on a pour tout n > 1 :

I.1.4 Entropie de Shannon

Dans cette partie, on va s’intéresser & un objet de la théorie de l'information appelé ’entropie de

Shannon. Cette quantité prendra de 'importance dans notre rapport lorsque qu’on utilisera un argument

dit de décrément d’entropie.



Définition I1.10

Soient X,Y deux variables aléatoires discrétes.

— On appelle entropie de X la quantité H(X) définie par :

H(X)= > P(X=ux)log (P(XIZx))

x atome

— On définit ’entropie de X conditionnellement a 'Y par :

HX|Y)= Y P =yHX|Y =y),

y atome

ou :

HX|Y =y)= Y P(X=z|Y =y)log (P(X;Yy))'

x atome

On notera aussi H(X,Y') comme Pentropie de Shannon du couple (X,Y") de variables aléatoires discrétes.

En fait on appelle dans ce texte ’entropie ce qui est couramment appelé dans la littérature entropie
de Shannon (en prenant un logarithme en base 2). Cette grandeur est surtout utilisée en théorie de
I'information, c¢’est une mesure de l'incertitude dans une source de données. En effet, lorsque la variable
aléatoire X est presque stirement constante son entropie de Shannon est nulle, c’est-a-dire, si une source
envoie toujours le méme symbole alors son entropie est nulle (c’est-a-dire ici minimale car l’entropie de

Shannon est positive).

Proposition 1.11

Soient X, Y, Z trois variables aléatoires discrétes :
— HX,)Y)=HX|Y)+HY)=H(X)+ H(Y|X),
H(X|Y) < H(X),
H(X,Y) < H(X)+ H(Y),
H(X,)Y|Z) < HX|Z)+ HY|Z).

Démonstration :
— Le premier point vient d’un calcul direct.

— On développe l'expression de H(X|Y) :

x,y atomes

1
Donc d’aprés l'inégalité de Jensen appliquée a la fonction concave z € [0, 1] — zlog (> :
x

HX[Y)< ) (Z P(Yy)P(Xley)>10g<Z ) p()1(=x|Y=y)>'

x atome \y atome

On en déduit le deuxiéme point par la formule des probabilités totales.

— Le troisiéme point est une conséquence immédiate des deux autres.



— Le quatriéme point se prouve de la méme maniére.

Définition 1.12

Soient X,Y deux variables aléatoires discrétes, on définit leur information mutuelle par :

I(X,Y)=H(X)+HY) - H(X,Y) = HX) - HX|Y) = HY) — HY|X).

Par la proposition précédente, on remarque que : I(X,Y) = I(Y, X) > 0. On peut voir I(X,Y) comme
la mesure de la non-indépendance de X et Y : plus elle est petite plus les variables aléatoires sont
d’avantage indépendantes (en fait X et Y sont indépendantes si et seulement si I(X,Y) = 0) et plus elle
est grande pour les variables aléatoires X et Y ne sont pas indépendantes. On termine cette introduction

a 'entropie de Shannon par cette derniére proposition qui nous sera trés utile en pratique.

Proposition 1.13

Soit X une variable aléatoire discréte prenant au maximum N valeurs. Alors H(X) < log(N).

Démonstration : Notons A I’ensemble des valeurs prises par X. On a |A| < N par hypothése. D’aprés

1 1
linégalité de Jensen appliqué a encore x € [0, 1] — zlog < (en prenant les poids tous égaux a W) :
x

H(X)=)Y P(X=u)log (P(Xlzx)> < |A| Z;‘ |}T‘P(X = z)log (Z@EM) = log(|Al).

T€EA

O

I.2 Outils de base de la théorie analytique des nombres

1.2.1 Théorémes fondamentaux de la théorie analytique des nombres

Le but de cette partie est de présenter sans preuve (on pourra, a exception du théoréme des nombres
premiers, les retrouver dans le rapport complet) quelques résultats fondamentaux de la théorie analytique

des nombres. On commence par énoncer trois résultats dus a Mertens :
Théoréme 1.14: Premier théoréme de Mertens

Pour tout x > 1 :

10



Théoréme I.15: Deuxiéme théoréme de Mertens

Il existe deux constantes c1,co € R telles que pour tout = > 2 :

Zzl)zloglog(x)—ch—i—(’)( ! )

= log(z)

Proposition 1.16: Formule de Mertens

Il existe une constante C' € R telle que pour x — +00 :

11 1_% — Clog(x) + O(1).

pP<T p

En fait on peut avoir un résultat plus fin et montrer que C' = exp™” ou «y est la constante d’Euler, mais

ce n’est pas important pour la suite du rapport.

On présente maintenant le fameux théoréme des nombres premiers ainsi que ses formes équivalentes

qu’on utilisera dans la suite de ce rapport.
Théoréme 1.17: Théoréme des nombres premiers

On a I’équivalent suivant :
x

7(x)

oo log(x)
De maniére équivalente on a :

. 1 ) 1

lim — Z A(n) = lim - Z u(n) = 0.

T—4oc0o r—4oc0
n<e n<w

On va maintenant présenter un dernier résultat classique de théorie analytique des nombres, le théoréme
d’Hardy-Ramanujan, il se base sur la propriété suivante dont on se servira dans la suite du rapport.
Proposition 1.18: Inégalité de Turan-Kubilius

Soit I C R un intervalle de longueur au moins 1 et n un entier tiré au sort uniformément dans cet
intervalle. Soit P une partie finie de N ne contenant que des nombres premiers de taille au plus
P > 2. Alors la variable aléatoire w =

peP Lpin vérifie :

P2
E(P) + mes(1) .

YA>0: P(lw—LP) =)< 2

Théoréme 1.19: Théoréme d’Hardy-Ramanujan

Pour tout x suffisamment grand :

1
- Z lw(n) — loglog(z)|* < loglog(x).

n<

11



1.2.2 Quelques applications de la théorie des cribles

On présente pour finir deux résultats généraux que ’on peut obtenir grace a la théorie des cribles (Voir

rapport général pour plus de détails). Ils nous serviront plusieurs fois dans la suite dans nos estimations.

Proposition 1.20

Soit z > 1 et soit I un intervalle de longueur x et soit P un ensemble de nombres premiers inférieurs
ou égaux & z. Si ’on retire une classe de résidus modulo p de I pour tout p € P alors il restera au
maximum O <|I| [Ler (1 - %)) éléments.

Proposition 1.21

On note Z(x,y, z) le nombre d’entiers n < x qui n’ont pas de facteurs premiers dans ]y, z]. On a :

xlog(y)

‘:‘('xayaz)« IOg(Z) .

I.3 Moyennes de fonctions multiplicatives

1.3.1 Quelques exemples

Etudier directement le comportement d’une fonction arithmétique parait difficile car le comportement

d’une telle fonction est trés souvent erratique.

6

Convergence de la moyenne de u? vers =

Par contre si on trace ¢a moyenne sur [1, z] par rap-

—— Evolution de la moyenne de p?
port & x, on obtient quelque chose de plus "classique"  oss- 6

e

sous sa forme. Par exemple ci-dessous on a tracé

0,85

I'évolution de la moyenne de p? sur [1,z] en fonc- .

tion de x € [1,1000]. On conjecture que la moyenne — *™

a.7o

2 6 |
de p* sur [1,z] converge lorsque z — +oo vers —
T 65 ] M

(et on peut le montrer). 060

o 200 400 600 BOD 1000

Cela nous ameéne a poser la définition suivante :

Définition 1.22

On dit qu’une fonction arithmétique f admet une valeur moyenne si la limite suivante existe.
. 1
lim — Z f(n).

r——400o I
n<e

Dans ce cas, on appelle valeur moyenne d’une fonction arithmétique f la valeur de cette limite.

Se ramener a I’étude de la valeur moyenne d’une fonction arithmétique est un raisonnement qui se

rejoint beaucoup & la théorie des probabilités, on construit des objets qui sont plus simples a étudier et

12



qui permettent de connaitre quelques informations sur la loi étudiée (comme on le fait avec les moments
ou la fonction caractéristique d’une variable aléatoire).

En fait, on n’étudie que les valeurs moyennes de fonctions multiplicatives car une fonction arith-
métique est trop malléable pour obtenir un résultat général. En effet, on peut construire une fonction

arithmétique non multiplicative qui n’admet pas de valeur moyenne. Pour cela on pose :

1 s'il existe k € N tel que 22F < z < 22F+1

0 sl existe k € N tel que 22F+1 < g < 22k+2

f(n) =
On montre facilement que :

N | 1 . 1 2
it 5 2 S =g et e 52 S =35

nLx nx

Pourtant I’étude de la moyenne d’une fonction multiplicative est loin d’étre simple, par exemple
connaitre le comportement de la valeur moyenne de maniére suffisamment précise, on devra faire appel
au théoréme des nombres premiers (par exemple pour la fonction p ou la fonction 7). On peut aussi
calculer la valeur moyenne de certaines fonctions multiplicatives assez simples par des techniques encore
plus élémentaires. Par exemple on peut montrer de maniére élémentaire que (voir rapport complet pour

quelques détails) :

> 2 (n) < log’(x). (1.1)

nr
Il arrive méme que certaines fonctions multiplicatives n’aient méme pas de moyenne, par exemple
n—=n' ona:

1 )
T — Z n' n’a pas de limite quand z — +oo0. (1.2)
x

n<e

En effet d’aprés la formule de sommation par parties :

1t

it _ T it=1 gy — 2it+1 (1 1
;n |x] x zt/l lu] w ™ du =2 (+it+1)+(’)()

Ainsi :

lznit ~ it 14+ it
x z—+00 it+1

n<x
On en déduit le fait annoncé. En fait, on remarque qu’en module I’équivalent calculé est constant mais
qu'’il varie en argument en fonction de x, c’est parce que la fonction n — n* oscille trop. Cette fonction
joue un role important dans le cadre général, une fonction multiplicative qui se situera assez loin de
n +— n' (dans un sens qu’on définira), alors on pourra contrdler la valeur moyenne et certaines auto-

corrélations de cette fonction multiplicative.

1.3.2 Distance prétentieuse

On va introduire une notion de distance entre deux fonctions multiplicatives. Nous allons nous can-
tonner aux fonctions multiplicatives dite 1-bornées c’est a dire des fonctions f : N — C vérifiant pour

tout n € N : |f(n)] < 1. Avant cela, on va avoir besoin du lemme suivant :

13



Lemme 1.23

Soient u, v, w trois vecteurs d’un espace préhilbertien (H, (. | .),|.||) de norme inférieure ou égale a

1. Alors, on a l'inégalité suivante :

VI (u]w) < V1= {ufv)+V1-(v]w).

Démonstration :

— On va d’abord démontrer ce lemme dans le cas ol u, v, w sont de norme égale & 1. On a alors :

1
\/1*<UI'U>:EIIU*UH~

On a évidemment la méme relation en remplacant u ou v par w. On obtient donc l'inégalité

demandée grace a 'inégalité triangulaire pour ||.||.

— Revenons au cas général. On va travailler dans 'espace préhilbertien (H, (. |.)7,|.|lz) ou H =
H x R3. On pose :

@ = (u,/1—|u|,0,0)
o= (u,0,v/1—v],0)
W = (u,0,0,/1— |lw|])

Les vecteurs w, v, w sont unitaires donc on peut appliquer le point précédent dans H & ces trois

vecteurs :

Vi ulwhy < 1= (ul o)z +/1- (] w)y.

On en déduit le résultat annoncé en calculant les produits scalaires apparaissant ci-dessus.

On va maintenant introduire ’objet de ce paragraphe :
Définition 1.24

Soient f, g deux fonctions multiplicatives 1-bornées et fixons un seuil X € R} U{+oc}. La distance

prétentieuse D(f,g; X) entre f et g a Iéchelle X est :

1= Re(f(0)9))

D(f,g: X) = | D p

p<X

On va maintenant prouver quelques propriétés de base sur cet objet :
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Proposition 1.25

Soient f, g, h des fonctions multiplicatives 1-bornées et soit X > 2. On a les propriétés suivantes :
— D(f,9;X) = 0 et il y a égalité si et seulement si f(p) = g(p) et |f(p)| = 1 pour tout p < X,
— D(f,9:X) =D(g, f; X),

— D(f, 1; X) <D(f, 9; X) + D(g, h; X).

Avant la preuve de ces résultats, la premiére chose que l'on remarque est que la distance prétentieuse
n’est pas une distance. Pourtant, elle posséde quand méme des propriétés appréciables que vérifie une
distance comme 'inégalité triangulaire et la symétrie et c’est pour cela qu’elle est utile en pratique.

Démonstration :

— Vérifions d’abord que D(f, g; X) est positif. Pour cela, on va vérifier que chaque terme a l'intérieur

de la somme est positif. Soit p premier, on a les majorations suivantes :

Re(f(p)g(p)) = Re(S (p)Re(g(p)) + Tm(f (1)) Tm(9(p))
(Re(F () + Re(9(p))?) + 5 (Tm(f(0))* + Tm(g(p))*)
(15 @) +19@)*) < 1.

<

X

NN

<

N = N =

On en déduit que chaque terme de la somme de D(f, g; X) est bien positif.

— On va maintenant montrer ’équivalence. Si f = g et que |f(p)| = 1 pour tout p alors clairement
D(f, g; X) = 0. Réciproquement, supposons que D(f, g; X) = 0, alors comme tous les termes de la

somme sont positifs, on en déduit que :

i Re(f)g®) =1 (3.

Cela veut donc dire que les majorations du premier point sont en fait des égalités. On en déduit

que :

Wp: Re(f()Re(9(p)) = 5 (Re(f(0))* + Re(g(p))°)

Donc pour tout p : Re(f(p)) = Re(g(p)). De la méme maniére : Zm(f(p)) = Zm(g(p)) pour tout p.
On obtient alors que pour tout p premier inférieur ou égal & = : |f(p)| = |g(p)| =1 et f(p) = g(p).

— On a pour tout p :

Re (1 (0)9()) = Re(f(p))Re(g(p)) + Tm(f () Zm(g(p):

qui est symétrique en f et en g. On en déduit que D(f, g; X) = D(g, f; X).

— On applique le lemme 1.23 & H = D muni du produit scalaire (u | v) = Re(uv), pour tous u,v € D

(tous les termes sont positifs) :
1= Re ()R ) < (1= Re(@)9®)) ) + (1= Re(90)h) ) )

+ 2\/(1 ~Re(f(®)9®)) ) (1= Re(9(p)R ) ) )-
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On en déduit en sommant sur p puis par l'inégalité de Cauchy-Schwarz :
D(f,h; X)* < D(f, g; X)? + D(g, h; X) + 2D(f, g; X)D(g, h; X) = (D(f, 9; X) + D(g, h; X))*.

On en déduit I'inégalité triangulaire car chaque distance prétentieuse est positive par le premier

point.

O

On finit par introduire quelques définitions liées a la distance prétentieuse qui nous seront plutdt
utiles dans les parties suivantes.
Définition 1.26

Pour toute fonction multiplicative g 1-bornée, pour tout QQ > 1 et pour tout X > 2, on introduit les

quantités suivantes :
M(g; X) = inf D(g,n — n'’; X).
[t|<X

M(g:X,Q) = inf M(gx:X) et M(g;o0,00) = inf Dig,n s x(n)ni, 00)%
X

xlq],9<@Q

Lorsque M(g; X) est petit alors g "prétend" étre n +— n' et M(g; X, Q) est petit lorsque g "prétend"

étre un caractére de Dirchlet modulo au plus @ tordu de facteur de torsion au plus X.

1.3.3 Inégalité faible de Halasz

Le théoréme d’Halasz est un des théorémes fondamentaux sur l'existence de moyennes de fonctions
multiplicatives. Il est difficile & démontrer, c’est pour cela que I'on va se contenter d’un version faible du
théoréme d’Halasz qu’on appellera inégalité faible d’Halasz dont on trouvera la preuve dans le rapport

complet (car méme pour une version dite faible, c’est un résultat assez long & obtenir)
Théoréme 1.27: Inégalité faible de Halasz

Soit f : N — C une fonction multiplicative 1-bornée. Soient T > 1 et M > 0 et soit = que l'on

suppose suffisamment grand. Supposons aussi que :
VIt < T:D(f,n—n'tz) > M.

Alors :
1

1 M
5Z:f(n)<<(1+M)e Tt

n>x
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I Théorémes de Matomaki-Radziwiltt

L’objectif de cette partie est de s’intéresser & des moyennes sont pas sur des intervalles de la forme

[0, 2] quand x — +00 mais de la forme [z, + h] quand © — 400 et h —J>r 400 aussi lentement que
Tr—r+00

l’on souhaite. Par exemple, on peut prendre h = y/z ou h = log(x) ou h = loglog(z)...

II.1 Quelques résultats préliminaires

Dans cette partie on va démontrer quelques lemmes utiles lorsqu’on s’intéressa aux résultats de

Matomaki et Radziwill.

Lemme II.1

Soit (an)nen une suite de nombres & valeurs complexes, nulle & partir d’un certain rang. On définit

le polynéme de Dirichlet associé a cette suite par :

Yy eR, Aly) = Z ann'.
neN

Soit T' > 1, alors :
Foo de 2 [T sin (%
/ Y. an| —= 7/ [A(y)[* sin (4) dy.
0 1 z T J - Y

Démonstration : On introduit la fonction f: z € R — Z an-. Sa transformée de Fourier
e % gngeer%

est donnée par :

) log(n)+% 2 sin (%)

VEeR: f(&) = / f(x)e ™ dx = Z/ e dx = A(—¢€)

—00 neN log(n)— = g

Or, par le théoréme de Plancherel :

[ T@pa= L [ i

— 00

Et le changement de variable "u = e*" donne :

“+o00o “+o00
/ (@) d = / an| .
—00 0 1 u

On en déduit le résultat annoncé. O
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Lemme I1.2

Soit X suffisamment grand et a,, A définies comme précédemment. On suppose aussi qu’il existe

deux constantes ¢y, ¢y telles que a, = 0 en dehors de [¢; X, ca X]. Soit h € [1, Cigf]. Alors :

2

+oo c% +oo 9 h2 1
<« &x A in (. ) dy.
[T S e <2x[ mm(chz y) y

rz<n<z+h

Démonstration : On définit la fonction A : 2 € R — > _ a,. Pour tout v € [2h,3h], on a par

n<zx

Iinégalité triangulaire et par 'inégalité de Cauchy-Scwharz :
e 2 e 2 2
/ |[A(x 4+ h) — A(z)|" da < 2/ <|A(x+u) — A(z)|” 4+ |Al(x + h) — A(z + v)| )dx.
0 0
Donc en intégrant sur [2h, 3h], on obtient :

+oo 3h +o00o 3h +oo
/ |A(z + h) — A(z)|* dz <</ / |A(x+1/)—A(x)\2dxdz/+/ / |A(z + h) — Az +v)]* dz dv
0 2h 0 2h 0
Cy X

3h
< / |A(z + v) — A(z)|>dvdz  en utilisant Phypothése sur la suite a,,.
¥ Jn

Maintenant dans I'intégrale en v, on fait le changement de variable "¢ = z/v. Ceci nous permet d’obtenir :
CzX

1 X o X
2 2 C

o X e
/ |A(z + v) — A(z)|? dvdz < / |A(z(1 +8)) — A(z)> # dd dz.
h h,X

2 Y2 Clx

2

Et avec la majoration z <

valable pour tout z € [ , O X } , on obtient finalement :

T

+oo 62 Co X ) T
/O |A(z + h) — A(z)] dz < 2hX . max (/ |A(z(1 +6)) — A(=)| d5dx>-

€1 % <O celhx Ci %
. h 6h . L L R ) 3
Soit —— < d < . D’apreés le lemme précédent appliqué avec T' = aprés avoir effectué le

02X SO ClX
changement de variable "u = xv/14 9 :

5 CaX 2 e
X ax </ A($(1+5))—«4($)|2d5d;> <2 max, ( J A (%;))
0

h 6h
“ C2LX<6<C'1LX Cl% 1 c2x<5<clx

log(1 +9)

Or : 5 2
ﬁ<<1<<6%?.

On en déduit que :

2
h/m ) < C%hX/JrOOA( V2min (22 L) 4
" = min | 5—=, —= )
0 @ c1 e y X2 y2 4

rz<n<z+h

Le fait annoncé arrive directement en divisant cette relation par h. [l
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Lemme I1.3

Pour tout § > 0, on a uniformément en t € R :

it —log(z)
Z A(n)n* < xexp <log(m n t|)§+5),

n<x

i m(@) ( — log(z) )
< + rex —_— < | .
;;p 1+ [t P\log(z + 13+

On ne prouvera pas ce lemme, on pourra trouver une démonstration dans [3|. Elle se base sur des résultats
d’analyse complexe qu’on a pas eu le temps d’aborder pendant le stage.
Lemme I1.4

Pour toute suite de nombres complexes (ay,)nen, on a :

2
T
/ > apn™| dt < (T+N) Y anl*.
-T

n<N n<N

Démonstration :

Soit f la fonction continue par morceaux définie ci-

contre. / —\
| |
| .

Ainsi on peut écrire :

2

2
/i Zann“ dtg/Rf(t) Zannit dt = Z amanF (%),

n<N n<N 1<mn<N

oil on note F' la fonction x — / f(t)z dt. On remarque que F(1) = / f(t)dt = 2T + N. Un calcul un
R

R
peu pénible donne que pour tout = # 1 :

~ 2sin(T)  2cos(N +T) < 1
N log(z)? N log(z)? N log(x)?’

F(z) =

Donc pour 1 <m#n<N,ona:
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On déduit de ces deux points :

2

T
/4 Yot < F1) Y Jalr Y anar (7

n<N 1<nN 1<m#n<N

1
CETHN) 30 Jal 4N 3 Jananl s

1<n<N 1<m#nN

Le dernier terme étant négligeable devant le premier (par exemple par Iinégalité 2 |ab| < |a|® + b pour

tous a,b € C), on en déduit le résultat annoncé. O

I1.2 Théoréme de Matoméki et Radziwill

Le résultat fondamental obtenu par Matoméki et Radziwill s’énonce comme ceci.
Théoréme I1.5

Soit f : N — [—1; 1] une fonction multiplicative. Alors il existe des constantes absolues C,C" > 1
telles que pour tous 2 < h< X et d >0:

1 1 loglog(h)
= >t = > [ <5+ 0=
h z<n<z+h X X<n<2X IOg(h)
1
pour tous les entiers z € [X,2X], sauf au plus CX (bg(h?;g + L 1) entiers qu’on appellera
82h25 42 log(X) 50

exceptions.

Nous n’allons pas le démontrer en généralité mais dans le cas particulier de la fonction de Liouville A et
en obtenant une borne du nombre d’exceptions moins satisfaisante. Cependant, on retrouve les mémes
idées générales mais avec un peu moins d’estimations techniques. Le résultat qu’on va démontrer est le

suivant.

Théoréme I1.6

Pour tout € > 0, il existe H(e) tel que pour tout H(e) <h < X, on a:

2

/2X > An)| <eXxh

X z<n<z+h

En admettant d’abord ce résultat et d’aprés 'inégalité de Markov, on obtient le nombre d’entiers z €

[X,2X] tels que Z Aln)| < e5h est majoré par /32X Ainsi on sait que pour presque tous les
z<n<z+h

entiers z € [1,2X] on a 'estimation : Z A(n) = o(¥(X)). pour ¥(X) — +oo quand X — +o0.

z<n<a+(X)
En appliquant directement le théoréme I1.5 a la fonction de Liouville A on obtient le méme résultat. C’est

en ceci que le théoréme I1.6 constitue un résultat plus faible que le théoréme I1.5 obtenu par Matomaki

et Radziwilt. Passons désormais & la preuve du théoréme I1.6.
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Démonstration : Nous allons seulement démontrer le résultat pour h > exp ((1og(X ))%) On peut
aussi supposer h < VX : si on prouve le résultat pour & < VX alors on peut en déduire le résultat
juste pour h > exp ((log(X))%) En effet si H := exp ((log(X))%>, alors il existe £ € N tel que
H — kh € [\/z,+/x + h]. Alors on peut écrire H = Zf:o h; avec h; < v/ X. Et ainsi :

k—

Z A(n) = Z )\(n)

r<n<x+H =0 14’2; o hJ§n<w+Zl+l

—

Ainsi si on montre le résultat pour tout h € [H, v X], alors on démontrera le résultat dans le cas h > H.

On va maintenant adopter quelques notations :
— On note P l'ensemble des nombres premiers dans [H, h).

— Pour tout j € N, on note P; := P N [P;, Pj11] ot on définit pour tout j € N: P; :=27H.

9
— On pose J := \‘WJ, ainsi on a P = U P;.
=0

— On note wp l'application w ot on ne considére que les nombres premiers dans P, c’est-a-dire :

Vn € N: wp(n Zl

peEP
pln

1
— On note, en référence a 1.18 qu’on va utiliser la quantite W (P) = Z —. D’aprés 1.15, on a :
peP

1
W(P) ~ 0 log log(h).
— Ce choix de P a été fait pour qu’il vérifie la condition suivante : tout élément p € P vérifie
exp (log(h)l%) < p < h donc exp (10g(X)%) < exp (1og(X)fT(7J> < p € h (en anticipant Papplica-

tion du lemme I1.3).

Soit (an)nen une suite qui vérifie pour tout y € R :

neN gﬁ

Cette suite vérifie :

— an = 0 pour tout n en dehors de [%, 4X]7

— ap = A(n)wp(n) pour tout n € {X,...,2X}.
Par inégalité triangulaire, on a :

2
2X
W(P)Q/ > Am)| do
X z<n<x+h
2 2
2X 2X
< / Z A(n)wp(n) | dz +/ Z A(n)(wp —W(P)) | de,
b'e X

x<n<x+h z<n<x+h

<<X/\A mln( ;)dy—i—XW(P)
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On a obtenu la derniére estimation en appliquant le lemme II.2 pour le premier terme et 'inégalité
de Turan-Kubilius 1.18 pour le deuxiéme terme. Il nous reste donc & estimer l'intégrale. Pour cela on
va d’abord gérer la contribution des |y| > X a lintégrale, pour cela on décomposer cet ensemble en

sous-ensembles dyadiques et appliquer I1.4 sur chacun de ces sous-ensembles :

[ tawim ("2 1)d [ a5
y)mmn\| —5, 5 Yy = Y)l — 4y,
ly|>X X2 y? ly|>X y?

—+o0
d
2 Ay
=S / AP Y
0 /2P X <Jy|<2F X Yy

2
d
X2 Z 22k/|<2’€+1X | Y,

190 ok+1

1 28X +4X

<< X2 22k E | ’I’L|
k=0 n<4X

Or par définition de la suite (a,) et par I'inégalité de Turan-Kubilius 1.18, on a :

ST el < Y wp(n)? < XW(P)2

n<4X n<4X

On en déduit que :

2

2X X 9 h? 1 X h2
A(n dz<<X+7/ A min<,)d + ——.
Ll X e ) AP (S )

rz<n<x+h

2
Notons que le premier terme (que 'on vient d’obtenir) est négligeable devant ———. Il reste donc

W(P)
a regarder l'intégrale restante. Pour cela, on utilise 'inégalité de Cauchy-Schwarz dans |A(y)\2 pour
montrer que :
/ |A(y)]? mi L < W(P) I
min | —, — max I;
ex X2y )Y 0<i<s
ou pour tout j € {0,...,J} :

2 2

X ; ; . (h* 1
L= (og(P)? [ |3 o A(m)m mm(pyg)dy.

-X

Il reste donc a estimer I; pour tout j. On fixe un tel j et on utilise le lemme II.3 pour dire que :

1 e (Lo ) F—35 P, 1 1
2 < oy T Bew (o) « s (e ) @
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En utilisant d’abord cette borne pour X > |y| > log(P;), on obtient :

os()” | S | S M) i ()

log(P;)<|y|<X

PEP; ﬁgmg%
2
p2? . h? 1
< 7j/ A(m)m*| min (, ) dy.
(log(P;)? log(P)<SIyISX | _x o ax X202
Pjp1 SN Py

Or, en faisant en découpant en sous-ensembles dyadiques (de la méme maniére qu’au dessus) et en

appliquant le lemme II.4, on montre que :

2

2 2

; . 1 h
A(m)m"™| min (XZ’ y2) dy < 2k

<m< L ’

p2
3
(log(P;)? /10g<Pj)<y|<X x

J
s
a
<

Pour gérer la contribution |y| < log(P;) & I;, on utilise le lemme II.3 qui nous dit que :

. X
Y 1
A(m)m™ <« 7Pj(log(X)10'

X _<mg
Pjp1 S

e

Ainsi en utilisant I’estimation II.1, on arrive & :

9 2
(log(P'))2/ Z p Z )\(m)miy min <hQ 1) dy < L
7 cosrn |55 N X2 g2 log(X)~19"
! Py STSF
h2
Ainsi on obtient que I, « ————. Donc en tout :
7 Tlog(Py)?
2X ?
Xh?
A d —_.
fo [ 3 o) e s g

z<n<z+h

On obtient ainsi le théoréme demandé pour h > exp <(10g(X))%).
O

La démonstration dans le cas général de Matoméki et Radziwill reprend le méme cheminement
que la notre mais en ajoutant quelques estimations plus fines pour ne pas avoir besoin d’une borne
inférieure pour h. De plus ils ont restreint leur somme sur un ensemble S qu’ils appellent dense. En fait
il comprend "beaucoup" d’entiers et permet d’enlever certains cas pathologiques qui sont les entiers qui
ont une décomposition en facteurs premiers particuliére. Pour plus de détails on renvoie vers le papier
de Matomiiki et Radziwitt [MatomAd'ki2016multiplicative]

1. L’exposant 10 sur le log n’est pas obligatoire, on le choisi (et le lemme I1.3 nous permet de le faire) suffisamment
grand pour qu’a la fin on puisse négliger ce terme.
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III'  Conjectures de Chowla et d’Elliott en moyenne logarith-

mique

II1.1 Un petit raisonnement probabiliste vers la conjecture de Chowla

Connaitre les corrélations & k points de fonctions multiplicatives est étroitement lié problémes additifs
dans les nombres premiers. On peut par exemple étudier le nombre de facteurs premiers d’un nombre
n par rapport au nombre de facteurs premiers de n + h pour n, h € N, s’intéresser aux corrélations a k
points de la fonction de Liouville est donc une question naturelle.

En supposant la véracité de 'hypothése de Riemann, la différence entre le nombre de valeurs de n < z
telles que A(n) = 41 et le nombre de valeurs de n < z telles que A(n) = —1 est approximativement de
lordre de O (xl/ 2+5). Ceci est cohérent avec le comportement d’une suite de variables aléatoires indépen-
dantes de Rademacher X,, (en supposant les valeurs de la fonction de Liouville comme indépendantes),
prenant les valeurs +1 et -1 avec une probabilité égale par le théoréme limite central.

Or, par indépendance des ces variables aléatoires, on sait que aussi que pour tout k,n € N*, hq,..., hi
des entiers naturels distincts et €y,...,ex € {=1,+1} : P(Xpyn, = €15+, Xnsn, = €x) = 277 Si les
valeurs de A sont effectivement essentiellement indépendantes, il est donc raisonnable de penser que les
composantes des vecteurs (A(n + hy),..., A(n + hg)) changent indépendamment lorsque n varie, c’est a
dire :

% {n<z telque An+hy)=c1,...,A\(n+h) =ep}| —— 27"

r—+00

Ceci est lié aux corrélations a k points de la fonction de Liouville par la proposition suivante :

Proposition III.1

Soient k € N*, e1,...,e, € {—1,+1}, hy,..., h; € N*. Les deux propositions sont équivalentes :
. 1 k
(1) —{n <z tel que )\(n+h1):51,...,)\(n+hk):5k}|~——++ 27,
x z— 400

(i) D AnAhy) . A0t hy) = 0 poo().

Démonstration : Dans cette preuve on va adopter la notation suivante, pour S C {1,...,k}, on
posera eg = H €j. On va procéder directement par équivalence : la proposition (i) est équivalente &
JjES
im =371 1 =27k
x_l>r_"r_100 ; Z )\(n+h1):61 s )\(n+hk):5k - .
n<x
. 1+eXn+h; . .

Or comme on a pour tout j € {1,...,k}: M = L\(n+h,)=e, ceci est équivalent a :

k
. 1
mll)liloo E T;J];[l (1 + €j)\(n + hj)) =1.

C’est-a-dire :

zgrfooéz Y es[[rn+hy) =1,

n<r SC{1,...,k} JjES
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ce que l'on peut encore réécrire :

dm, 3 YesIDoen) =1

sc{i,...k} n<zx jeS

Or, ici tous les termes de la somme sur S C {1,...,k} sont positifs donc cette derniére proposition est
équivalente & (i7) (en basculant de 'autre coté de 1'égalité le terme associé & S = &). De facto, on vient

de prouver I'équivalence entre (i) et (ii). O

C’est sous cette deuxiéme forme que Sarvadaman D. S. Chowla a émis cette conjecture dans [4].

Conjecture II1.2: (Chowla)

Soient k € N*  eq1,...,e € {—1,+1}, hy,...,hy € N*. On a:

S A+ hy) A+ hg) = 00 oo ().

C’est toujours & I’heure actuelle une conjecture mais les résultats de Matoméki et Radziwilt permettent
d’obtenir de nombreuses avancées. On va dans cette partie présenter deux versions "en moyenne" : une
sur les paramétres (hy, ..., hy) qui sera admise (et qui est faite dans le rapport complet), la deuxiéme "en
moyenne logarithmique" qu’on démontrera et qui sera un des ingrédients principaux a la démonstration

de la conjecture d’ErdHos dans la derniére partie.

II1.2 Conjecture d’Elliott et sa version en moyenne

Une généralisation de la conjecture de Chowla est la suivante, appelée conjecture d’Elliott :

Conjecture III.3: (Elliott)

Soient g1, ...,k : N = R des fonctions multiplicatives 1-bornées et soient (aq,...,ax,b1,...,bx) €
N2* tels que les (a;, b;) soient Q-libres deux & deux. On suppose de plus qu’il existe jo € {1,...,k}
tel que M(g,,; 00, 00) = +oo. Alors :

k

> [ ilam+1b) = o(X).

1<n<X j=1

Cette conjecture affirme que pour tous (a;, b;) Q-libres deux a deux et pour toutes fonctions multiplica-
tives 1-bornées g1, . .., gr, on a 'asymptotique ci-dessus & part si tous les g; prétendent étre un caractére
de Dirichlet tordu. Comme la fonction A de Liouville vérifie 'hypothése de la conjecture d’Elliott, cette
derniére implique la conjecture de Chowla. Si on veut généraliser ce résultat pour des fonctions multipli-

catives & valeurs complexes il faut remplacer ’hypothése sur les g; par la suivante? :
11 existe jo € {1,...,k} tel que pour tout @ >0 : Xlil}rl M(gjo; X, Q) = +o0.
—>+00

Une premiére idée pour arriver & un tel résultat est de rechercher une version en moyenne sur des
paramétres de shift. En voici une version quantitative dont la preuve sera passée (on pourra retrouver

une partie entiére consacrée a sa démonstration dans le rapport complet).

2. Elles sont d’ailleurs équivalentes dans le cas des fonctions g; a valeurs réelles.
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Théoréme III1.4: Conjecture d’Elliott en moyenne

Soient 10 < H < X et A > 1. Soient g1,...,9x : N — C des fonctions 1-bornées et soient
a1,...,0k,b1,...,b € N tels que a; < A et b; < AX,Vj € {1,...,k}. Soient 1 < jo < k et

supposons que gj, est multiplicative. Alors on a :

k
> Y. Iloilam+b;+h))| < A% (e‘% + loglog(j){) T ) H*X,

log(H
1<ht o hi <H |1<n<X j=1 8 log(X') 5000

ou M = M(g;,; 104X, Q) ott Q = min (log(X)Tés , log(H)QO). En fait on a méme légérement mieux

en enlevant un paramétre :

k

Z Z gl(a1n+b1)ng(ajn+bj+hj)

1<ha, ... .hpe<H |1<n<X =2

< A%k (e_é% 4 los log(H) + ! - ) H*1X.
log(H) log(X) 3000

On va quand méme donner deux résultats que I’on démontre pendant la preuve de la conjecture d’Elliott

en moyenne et que l'on utilisera dans la suite.

Lemme III1.5

Soient 10 < P} < Q1 < X et VX < Xo < X tels que Q1 < exp(y/log(Xp)). Alors, pour tout X

suffisamment grand :

log(F1)
1<n<X: S X.
|{ n n ¢ P1,Q1,X07X}| < 1og(Q1)
Proposition IT1.6
Soient X, H,W > 10 tels que (log(H))> < W < H 750 log(X))l%s) et soit g une fonction
multiplicative 1-bornée telle que W < xp( ) Soit enfin S = SPl,Ql,\/Y,X ou P =

W20 et Q; = W3 Alors pour tout « € S, o

4

/]R Z lsg(n)e(an)|dr < log(H) Zml/,olg log(H) ox.

z<n<z+H

ITI1.3 Moyenne logarithmique de fonctions multiplicatives

On va dans ce paragraphe introduire une nouvelle maniére de considérer une moyenne d’une fonction
multiplicative qui est moins contraignante et qui permettra d’établir des résultats "en moyenne". Pour

cela on va introduire la grandeur suivante.

26



Définition IIL.7

Soit f : N — C une fonction arithmétique. On dit que f admet une moyenne logarithmique si la

, 1 f(F)
wgrfoo log(z) Z Tk

k<z

limite suivante existe :

Le résultat principal de ce paragraphe est le suivant :

Proposition IT1.8

Soit f une fonction arithmétique. Si elle posséde une moyenne alors elle posséde une moyenne

logarithmique et elles sont égales. La réciproque est fausse.

Démonstration : Le premier fait est une conséquence directe de la formule de sommation par parties.
Pour le sens réciproque, on va reprendre l’exemple 1.2. On a vu que la fonction multiplicative n +— n

ne possédait pas de valeur moyenne pour ¢ # 0. Par contre elle posséde une moyenne logarithmique car

Z pit=1 — / W ldu+ 0 (/ (it — 1)u' =2 du) .
1

n<x 1

pour tout z > 1 :

O

En fait la moyenne logarithmique ne prend pas en compte les oscillations de n® lorsque n est grand ce
qui donne une plus grande perméabilité quant & 'admission de moyenne logarithmique.

III.4 Présentation du résultat principal et réduction du probléme

L’objectif de cette partie est d’établir une conjecture d’Elliott non asymptotique en moyenne loga-

rithmique :
Théoréme II1.9

Soient ay,as € N, by,by € Z tels que ai1by — azb; # 0. Soit € > 0 et soit A suffisamment grand

devant aq,as2,b1,be et —. Soit x > w > A et soient g1,g2 : N — C deux fonctions multiplicatives
€

1-bornées. Supposons que g; est non-prétentieuse, c’est-a-dire pour tout caractére de Dirichlet x de

module au plus A et pour tout t € [—Ax,+Azx] :
D(gi;n = x(n)n',z) > A.

Alors :

1
Z Egl(aln—i-bl)gg(agn—&—bg) < elog(w).

On peut montrer que pour démontrer le théoréme précédent il suffit de démontrer le théoréme suivant.

On pourra en retrouver une preuve dans le rapport complet.
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Théoréme IT1.10: (Réduction du probléme)

1
Soient a € N, b € Z et h # 0. Soit € > 0 et soit A suffisamment grand devant a,b,h et —.
€
Soit = > @ > w > A et soient g1,¢2 : N = S! deux fonctions complétement multiplicatives.
Supposons que g; est non-prétentieuse, c’est-a-dire pour tout caractére de Dirichlet x de module au

plus A et pour tout ¢ € [— Az, +Azx] :
D(gi;n = x(n)n',z) > A.

Alors :

1
Z ﬁgl(an +b)ga(an+ b+ h)| < elog(w).

S<n<zw

ITI1.5 Passage & un point de vue probabiliste

Soient a, b, h,e comme dans le théoréme III.10. Supposons que celui-ci est faux pour ce choix de
paramétres. Quitte & diminuer e, on peut supposer que ¢ est suffisamment faible devant a,b, h. On

1
introduit H_ suffisamment grand a, b, h, —, H, suffisamment grand a,b,h, —, H_ et A > 0 suffisamment
€ €

1 . . .
grand a,b,h,—, H_, H,. On gardera en téte les deux hiérarchies suivantes (avec certaines notations qui
5

seront introduites plus tard) :

1 x
a,b,h<<€—2<<H,<<p<<H<<H+<<A<w< < 7.

= log(x)

x>n> = >log(x) <log(A) < Hy.

€18

Par hypothése, il existe z > w > A et ¢1,92 : N = S! complétement multiplicatives tels que pour

tout caractére de Dirichlet x de module au plus A et pour tout |¢| < Az :
D(g1;n — x(n)n',z) > A,

et tels que :

Z %91 (an +b)ga(an + b+ h)| > elog(w). (IT1.1)

“<n<x

z
w

Proposition IT1.11

Pour tout H-. < H< H;,ona:

H
sup Z Hin ;gl(n-i-j)e(ja) < ng(w).

1
a€S S <n<z

En particulier :
H

sup 37 | ST g+ ele)] = oo llog().

Z<nge j=1
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Démonstration : Soient o € St, et X € [i,?x] On définit S comme au théoréme II1.6 avec

H
P =W?20 et Q) = W ot W = log(H)?. On écrit :

H H
1 Ny 1 N c
Z X Zgl(n‘f'J)@(Ja) < Z X Zgl(n-i-])@(JOé) +15¢.
X<n<2X j=1 X<n<2X j=1
Or d’aprés le lemme II1.5, on a :

log(P1) log log(H)

51 < Hlog@n) < Hiog(l) "

Ainsi d’aprés la proposition II1.6, on obtient que :

H
1 N loglog(H
Z X 291(714-])@(]04) <<10(Ia(l))
X<n<2X j=1 g

On obtient alors par sommation partielle que :
H

Z 1 Zgl(n+j)e(ja) <<Wlog(X).

X<n<ex =1 log(H)
On en déduit facilement les deux points de la proposition en moyennisant. ]

Il sera plus adapté dans le contexte de la sous-partie suivante, d’utiliser un langage probabiliste. On

introduit une variable aléatoire discréte n sur {n eN: % <n< x} en posant :

Montrons que uniformément H € [H_,H,] :

H
supE [|> g1+ jle(ja)|| = omsioo(H). (ITL.2)
aesS?t T
j=1
T
Commez>w>Aetw< ,on a:
log(z)

Z % = (1 +04-400) log(w).

neN
S<n<z

Donc par (II1.1), pour A suffisamment grand.
E[gi(an + b)gza(an + b+ h)] > ¢.

On obtient le fait annoncé par la proposition IT1.11.
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Lemme I11.12

Soit ¢ € N, ¢ < Hy et r € Z tel que |r| < Hy. Alors pour toute variable aléatoire X (n) a valeurs
complexes dépendant de n et bornée en module par un nombre indépendant des paramétres du

probléme :
1
E [X(n)lh=q] = gE [X(gn+ 7)) + 04— +00(1).

Démonstration : La preuve ne présente pas de difficulté, pour les détails on se référera a [5]. O

Proposition I11.13

Notons Py ’ensemble des nombres premiers dans [EQQH Je2H ] Pour tout p premiers on note c, =

m € S!. Alors on a :

. . eH
E| > Z ¢pLlan+tj=pblap)91(an + j)gz(an + j + ph) | > g ()’
pEPH .. jE[1,H]

T j+pHeE[1,H]

Démonstration :  On note X = E [L,=p(qg1(n)g2(n + h)]. Par compléte multiplicativité de g1 et go

et par définition de cp, on voit que pour tout p € Py :

X=E [Cplanpb[ap]gl (pn)QQ (pn +ph)} .

D’aprés le lemme I11.12, on a pour tout j € {1,..., H} et pour tout p € Py :

. . X
E [cplnyj=pblap)gr(m+ j)g2(n+ j + ph)] = n + 04 400(1).

En sommant ceci pour j =1,..., H, on obtient pour tout p € Py :

H

. _ X
E ¢, Y Tnyjzphlapl91(n+ j)g2(n+j +ph) | = . 0A—+00(1)-
j=1

On fixe désormais p € Py et on introduit pour s € {0,...,a — 1}, la quantité :

H
Q(S) =E Cp Z ]1n+jzpb[ap]gl (1’1 + j)g2 (Il +Jj+ ph)]lnzs[a]

j=1

HX
Par le calcul précédent, on sait que Z Q(s) = — 4 04-100(1), I'idée est de comparer Q(s) et Q(s+1)
p

S
pour tout s et d’utiliser cette relation pour obtenir une estimation de Q(0) et de la sommer sur p € Py

afin d’obtenir une quantité pas trop éloignée de ce que ’on cherche. Tout d’abord, d’aprés le lemme
II1.12, on a :

Q(S + 1) = Q(S) +E [Cp]]-n-i-lpr[ap]gl (Il + 1)92(11 +1+ ph)lnzs[a]]
-E [Cp]]-n+1+Hpr[ap]gl (Il +H + 1)92(11 +1+H+ ph)]]'n-‘rHES[(L]:I + 04— +to0-
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Or les deux quantités dans les espérances sont nulles avec probabilité 1 — O (%) En dehors de cet

événement elles sont des O(1). Ainsi on obtient que pour tout s € {0,...,a — 1} :
1
Qs+1)=Q(s)+ 0O (p) .

Ainsi Q(0) = % + O (%) Donc en sommant sur p € Py, on obtient :

H
) . HX 1
E Z Z%lnﬂzpb[ap]gl(n +7)g2(n+ 5+ ph)l,=oa) | = (a + 0(a)> Z >
pEPH j=1 PEPH
Donc d’aprés le deuxiéme théoréme de Mertens (1.15)3 :
u eH
E Z Z Cp]]-n+j5pb[ap]gl (Il + j)g2(n + ] + ph)]]-nEO[a] > -
: alog(H)
pEPH j=1
Ainsi d’aprés le lemme I11.12 :
u eH
E pezp ; Cp]]-an-‘rjzpb[ap]gl (an + J)QQ (an +] + ph)]]-nEO[a] > IOg(H) .
o=

Sij+ph¢[1,H]alors j € [1,|h|e?H] ou j € [(1 —?|h|)H, H] et dans ce cas on a :

. ’ e2H
E|Y. D Glanjzpangi(an+j)ga(an+j+ph)lzoe | < (H)
pEPH . jE[1,H] )

T j+phg(1,H]

On en déduit le résultat annoncé par inégalité triangulaire. (I

On va maintenant effectuer une discrétisation du probléme. On définit g; .2(n) pour i = 1,2 I’élément
de £2Z[i] le plus proche de g;(n) (s’il y a égalité, on en prend un arbitrairement). Cette fonction n’est
pus multiplicative mais prend au plus O.(1) valeurs, est toujours par 1 et vérifie : g; .» = g; + O (62)

pour i = 1,2. D’aprés la proposition II1.13 et I'inégalité triangulaire :

. . eH
E|>. Z ¢pLan+tj=pblap)91,e2(an + j)g2 .2 (an + j + ph) | > log ()"
pEPH . jE€[1,H]

" j+pHE[LH]

ou :

On réécrit cette inégalité sous la forme : E [F(Xg,Yg)| > ¢ )
log(H)

Xu = (gie2(an+j))i=1,2; j=1,...8 et Yy =nmod Py,

et ou F' désigne la fonction suivante :
F

;v) 5 1
2/ a—+4o0  log(x)’

3. On a aussi utilisé I’équivalent suivant : loglog(x) — loglog (
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Notons bien ici que la fonction est bien définie car si on prend deux représentants Y; et Yo de la méme

classe dans Z/PyZ, alors aY1 = aYs[ap] pour tout p € Py car (Py,a) = 1%

III.6 Point de vue entropique et conclusion

Dans cette partie on va utiliser la notion d’entropie de Shannon vu en 1.1.4 pour en arriver a une
absurdité et donc en déduire le théoréme II1.10 et donc la conjecture d’Elliott en moyenne logarithmique
(I11.9).

I11.6.1 Argument de décrément d’entropie

Avant d’appliquer 'argument, on va d’abord voir des estimations élémentaires de 1’entropie de Shan-

non des variables aléatoires X g et Yy introduites précédemment :
Proposition II1.14

Soit H € [H_, H;]. On a les propriétés suivantes :

0<SHXp)<.H et H(Yn)< H.

Démonstration : Chaque composante de X g prend O, (1) valeurs donc on a H(X ) <. H d’aprés

le lemme 1.13. Pour la deuxiéme inégalité, on a par un développement limité :

1
<k<z: P(Yg=Fk) = — 4o roo(l).

v P

€[

Ainsi H(Y ) = log(Pr) — 04— +00(1). On obtient le résultat par le théoréme des nombres premiers. [

L’idée principale de 'argument de décrément d’entropie se base sur la proposition suivante :

Proposition I11.15

Soient H_ < H < kH < Hy. On a lestimation :

H(Xpm) < H(Xp) _ I(Xg,Yn) Lo (1)
Nk

kH ~ H H
Démonstration : On définit temporairement la variante de X g suivante :
VH_ < Hi,Hy < Hy: Xy, my+m =X (giygz (n +j))i:m;j:Hl+17'H7H1+H2 .
Soient H_ < Hy, Hy < Hy. D’aprés le lemme I11.12 :
H (X, [ 07) = H (X, a0 F ) = H (X [57) + 04,100 (1),

On en déduit par sous-additivité relative de 'entropie (I.11) :

H(Xpg+m,|Yr) < HXpg, [Ya,) + HXg,|Ya,) +0as100(1).

1
4. On rappelle ici qu'on a H suffisamment grand devant — et donc que pour tout p € Py est premier avec a.
€
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En itérant ce procédé, on conclut que :
Vk,H telsque H_. < H <kH < H,: HXpu|Yn)<kHXy|YH)+ 0a-400(1).
On en déduit facilement que pour de tels k, H que
H(Xym) <kH(Xpg) = kI(Xg, YY)+ H(Y )+ 04 100(1).
On obtient le fait annoncé par la proposition précédente. ([

Cette inégalité nous dit que la présence d’information mutuelle entre Xy et Yz améne a une diminution
du taux d’entropie de Xy, ainsi si cette information mutuelle est taux grande alors elle aménerait & une
trop grande diminution du taux d’entropie et qu’elle devienne ainsi négative. Cette idée est confirmée

par le théoréme suivant :

Théoréme II1.16: (Décrément d’entropie)

Il existe H € [H_, Hy], multiple de a tel que :

H
I(Xg, YY) < .
(X, Yir) log(H ) log loglog(H)

Démonstration : Supposons par Pabsurde que pour tout H € [H_, H{]| multiple de a :

H
log(H)logloglog(H)"

I(XH,YH) >

Soient Cy un nombre suffisamment grand devant H_, J suffisamment grand devant Cy, H_,e. On peut
supposer que H est suffisamment grand en fonction de H_, Cy, J. On définit par récurrence une famille
(Hj)jeqa,...,sy par Hy = aH_ et pour tout j > 1: H;y1 = H; [Cplog(H;)logloglog(H;)| et avec
J Dentier maximal tel que H; € [H_,H;]. D’aprés la proposition précédente appliquée a (H,k) =
(Hj, |Colog(H;)logloglog(H,)|) pour tout j € {1,...,J} :

H(Xpy,,,) <H(XHj)_I(XHj,YHj)+O( 1 )
Hj+1 = Hj Hj I_CO log(Hj) 10g IOg log(H])j

Donc par la proposition 1.13 :

H(Xn,,,) _ H(Xa,) 1

J J

Hin Hy  2log(H,)logloglog(H,)’

Montrons que :
Il existe B (dépendant de Cy, H_) tel que pour tout j > 2: H; < eBilogls),
On pose pour tout j : M; = Bjlog(j) et R; =log(H;). On a :
Rj11 < Rj +1og(Co) + log(R;) + logloglog(R;).

Ainsi pour j > jo assez grand devant Co, H_ : Rj11 < R;j + 2log(R;). Soit B tel que pour tout j < jo :

H; < eBilogld)  Procédons maintenant par récurrence, par le choix de B le fait que I’on veut montrer est
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vrai pour j < jg. Supposons celui-ci vrai pour j € N et montrons le fait pour j 4+ 1. Par choix de jg et

par hypothése de récurrence :

M.
Rjp1 < Mj + 2log(M;) < M; + 7J7

ou la deuxiéme inégalité est obtenue par I'inégalité vraie pour tout =,y > 4 : 4z + 2y < e¥z. On obtient
ainsi Rj1q < M; + % < Mj41. Dot hérédité. On obtient donc I'inégalité par récurrence. Ainsi :

H(Xy

J+1)

Hj

H(Xn,) 1
H; 2Bjlog(j)loglog(Bjlog(j))

~X

Donc par la proposition I11.15 et par télescopage on obtient :
J—1 1

;2 2Bjlog(j)loglog(Bjlog(j))

< 1.

Or la somme de gauche diverge pour J — +00, on obtient donc une contradiction lorsque J est suffi-

samment grand. O

Ce résultat utilise ce qu’on appelle un argument de décrément d’entropie, en fait I’idée est de montrer que

H(X
le rapport d’entropie % décroit quand H — +o0. Le fait de supposer que l'information I(X gy, Y g)

H(Xpr)
H

devenir négatif pour un certain H. Désormais, on considéra le H amené par ce théoréme.

est suffisamment grande pour un H améne au fait que le rapport va décroitre trop vite et ainsi

IT11.6.2 Quelques conséquences

Définition ITI.17

Dans cette section et uniquement dans cette section, on dira que x est une bonne valeur si :

H(YH) — H(YH|XH = x) = OH_ 5+ (logfjl’l)> .

Le premier intérét a considérer les bonnes valeurs est qu’elles représentes presque toutes les valeurs prises

par Xz :
Lemme III.18

La probabilité que Xy prenne une bonne valeur est 1 — op_ 4o (1).

Démonstration : On a par définition d’une bonne valeur on a pour tout € > 0 fixé :

Y P(Xy=2)(H(Yn) - H(Yy | Xy =)

> > P(XHx)(H(YmH(YH'XHI))“logjgm'

zbonne valeur
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H
Or par le théoréme IT1.16 : I(Xp, YY) = 00_ 400 (k)g(H)) Ainsi :

D P(Xp =) (H(Yy) - H(Yn | Xy =2)) = oo (1;1{)) |

On en déduit le résultat annoncé O

De maniére intuitive, si  est bon alors Y reste presque uniformément distribuée sur Z/PgZ (comme
on I’a vu dans la preuve de la proposition III.15) méme aprés conditionnement par rapport a I’événement

X g = x. Plus précisément on a :

Lemme I11.19

logl({H )) F,

Soit x une bonne valeur. Soit E, une partie de Z/PyZ de cardinal au plus exp (—67

alors on a :

P(YH ek, | Xy = 1‘) = 0H7*>Jroo(1>.

Démonstration : Par définition de I’entropie conditionnelle, on a :
HY Xy =2,1p,(Yn)) 2 HYu|Xy =) — H(lg, (Yu)|Xn = ).
Ainsi comme x est une bonne valeur on en déduit que :

>H(Ypg) - H(lp,(Yn)|Xu =2) — 01 -+ <1W§H)> '

Or 1g, (Yn)|Xpg =« ne prend que deux valeurs possibles, ainsi par la proposition 1.13 :

HOUE (i) X =) oo (1777 )-

Et d’aprés la proposition 1.11 :
HYu|(Xg=2Yu € E,)) < H(Yq).

On en déduit que :

P(Yy € BolXp = 2) (H(Yn) = HYu|(Xu = 2,Yn € ) < 0n_ 40 (m@n) '

Or par hypothése Yy | Xy =2, Yy € E, prend au maximum |E,| valeurs donc par la proposition .13 :

H
log(H )’

HYy| Xy =2, Yy € E,) <log(|E,|) <log(Py) — e’

Or d’aprés la proposition
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Proposition II1.20

Soient a, H comme au dessus. On note pour @ € R/Z :

Sp(a) = Z #’

PEPH

et notons :

b+h h- 2
EH:{ﬁeZ/HZ tel qu’il existe n € Z/aZ tel que : ‘SH <—( +hin 5)‘ c }
a

>
H log(H)
On introduit (X; ;)i=1,2j=1..... g une famille d’¢léments dans S'. On a :

H
c H 1 je
Z = Z 1j=pbla) X1,j X2, j4ph La,h log(H) e + Z i ZXLJ@ (‘H)
PEPH j:j,j+ph€(l,H) EEEN j=1

Démonstration : On étend X, ; et X2 ; de maniére périodique (i.e X1 g4; := Xy, pour tout j). Si

on retire de la somme de gauche la contraire j + ph € [1, H| cela occasionnera une erreur de :
1 H
oSl | =0 (i )
o log(H)

ce qui est acceptable par rapport & ce que I’on veut montrer. Maintenant en re-faisant la confusion d’un

élément de [1, H] par sa projection dans Z/HZ, on peut dire que la quantité que l'on cherche & estimer

@
Z P Z ILjpr[a]XLjXQ,jﬂ;h.

pepu P JZ/HZ

est :

Par inversion de Fourier, on écrit pour ¢ = 1,2;j € Z/HZ :

X = Z Gi(&e <]I§) ou pour tout £ € Z/HZ : G,;(§) = T Z X, € <_H) .

¢7/HZ jEZ/HTZ,

Des manipulations élémentaires permettent d’écrire :

- il H (b+h)n  h-¢
Z ;p Z 1j=pbfa) X1, X2,j4+ph = . Z Z G1(8)Go (-g - an> Sy <_a =)
pEPr = jL/HZ nez/aZ €L/ HT

Or par l'inégalité de Cauchy-Scwharz et par 'identité de Plancherel on a :

2.

¢€Z/HT

G162 (~¢~ )| < 1.

_ (b+h)n  hg

De plus, on a par le deuxiéme théoréme de Mertens (1.15) : Sy ( - ﬁ> < m. On obtient
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donc par définition de Zg et en majorant trivialement pour £ € Zg, |G2 (—E — %n)’ <1:

G 2
Z Cp Z ]]-J pba]Xl,jXQ,j-‘rPh << Z Z |]0g1 Z IO;(H)

pPEPH p JjZ/HZ nEZ/aZEG H nEZ/aZ

<<10 s+Z|G1

£EEH

On en déduit le résultat annoncé par définition de Gj. (]

Lemme III.21

Pour les mémes quantités introduites que précédemment, on a : |Eg| g pe 1.

Démonstration : Des manipulations élémentaires nous permettent d’obtenir :
k! Cpy Cpy Cps C 1
— P1 P2 -P3 -P4
E SH (aH) =aH E _— K, 7H3 E 1.

keZ/aZ P1,P2,P3,P4€PH Prbababd P1,P2,P3,P4€EPH
Et I'estimation suivante provenant d’un crible de Selberg nous permet de conclure

p1+p2—p3—pa=0 p1+p2—p3—pa=0
> fsu (o
H
aH

k€EZ/al

4

1
— 1.
<<a7g 10g(H)4 <<a,5,h

g

Conclusion : Essayons maintenant de conclure a une absurdité. Grace aux deux lemmes précédents,

on a
H .
1 .
Eﬁ E i E g1(an + j)e (—‘5) >ah €.
£€En j=1

On en déduit d’aprés II1.2 que € g OB —+00(|EH]|). Avec le lemme précédent, on conclut a une

absurdité.
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IV~ Probléme de la discrépance d’Erdos

IV.1 Présentation du probléme

Commengons par nous mettre en situation. Imaginons que nous devons guider par message quelqu’un
qui se trouve sur la voie du milieu d’un pont & trois voies. Notre objectif est d’avancer sur ce pont sans
jamais tomber, tout en respectant une régle essentielle : il est interdit d’avancer en ligne droite. Pour

mieux visualiser la situation, nous pouvons subdiviser le pont comme suit :

Avancée

FIGURE 2 — Schématisation du pont

Une solution trés simple pour progresser sur le pont sans tomber consiste & avancer en zigzag, comme

illustré dans le schéma ci-dessous :

Avancée

FIGURE 3 — Schématisation du déplacement en zigzag.

Nous représentons ce déplacement par la séquence suivante : DGDGDGDG . .., que l'on lit de gauche a
droite. La lettre D’ indique un déplacement en diagonale vers la droite, tandis que la lettre ‘G’ indique
un déplacement en diagonale vers la gauche. C’est ainsi que nous communiquons ces instructions a la
personne se trouvant sur le pont.

Maintenant, supposons qu’il soit difficile de communiquer directement avec cette personne, ce qui fait
qu’elle pourrait ne comprendre qu’'une lettre sur deux du message. Il est donc essentiel de s’assurer que
si elle ne regoit qu’une lettre sur deux, le message lui permettra tout de méme de rester sur le pont sans

jamais tomber.
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Prenons ’exemple du message précédent et considérons uniquement une lettre sur deux. Nous obtenons
alors le message suivant : GGGGGG . ... Sur le schéma ci-contre cela revient & dire qu’en suivant

uniquement les fléches rouges, la personne tombera du pont.

Avancée

FIGURE 4 — Schéma illustrant que le déplacement "trivial" sur le pont n’est pas adapté si on ne considére qu'un
déplacement sur deux.

Par conséquent, il est nécessaire de réfléchir plus en profondeur. Nous allons donc procéder étape par
étape :

— Le premier déplacement est sans importance, nous choisissons donc D.

— Pour rester sur le pont, nous sommes obligés de choisir G pour le deuxiéme déplacement.

— Sinous choisissons D pour le troisiéme déplacement, en prenant un déplacement sur deux, le chemin
devient DD, ce qui fera tomber la personne du pont. Nous sommes donc contraints de choisir G

pour le troisiéme déplacement.
— Pour rester sur le pont, nous devons choisir D pour le quatriéme déplacement.

— Nous continuons a prolonger ce chemin de maniére périodique.

Avancée

FIGURE 5 — Schématisation d’un chemin qui permet & la personne de rester sur le pont méme un déplacement sur deux.

Ainsi, nous obtenons le chemin DGGDDGGDDGGDDGG . . ., qui permettra & la personne de rester
sur le pont s’il est transmis intact. Si le chemin est transmis en prenant une lettre sur deux, il devient
DGDGDGDG..., qui est évidemment un chemin permettant de rester sur le pont (voir figure 6).

Nous allons compliquer davantage le processus en supposant que la personne sur le pont ne peut
comprendre aussi qu’'un déplacement sur trois du message. Il est donc crucial de s’assurer que si nous
considérons un déplacement sur trois, le chemin obtenu permettra a la personne de rester sur le pont. En
examinant le message précédemment obtenu, le chemin résultant en prenant un déplacement sur trois

commence par GG, ce qui fera tomber la personne du pont.
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Avancée

FIGURE 6 — Vérification qu’en considérant un déplacement sur deux, la personne sur deux restera sur le pont.

Avancée

FIGURE 7 — En prenant le méme chemin et en ne considérant qu’un déplacement sur trois alors la personne tombera du
pont.

Nous devons donc trouver un nouveau chemin en poursuivant le méme procédé.
— Nous sommes contraints de reprendre les quatre premiers déplacements identiques.

— Si nous choisissons D pour le cinquiéme déplacement, nous serons contraints de choisir G pour le
sixiéme, ce qui entrainera le probléme décrit précédemment. Nous devons donc choisir G' pour le

cinquiéme déplacement et D pour le sixiéme.

— Le chemin doit donc commencer par DGGDGD. Ensuite, si nous choisissons G pour le septiéme
déplacement, le huitiéme sera D et le chemin deviendra DGGDGDGD, ce qui ne respecte pas les
conditions si ’on considére un déplacement sur deux. Nous devons donc prendre D comme septiéme

déplacement et G comme huitiéme déplacement.

— Le chemin doit donc commencer par DGGDGDDG. Si nous choisissons D comme neuviéme dé-
placement, le dixiéme sera forcément GG, et comme indiqué précédemment, le onziéme sera G et le
douziéme sera D (sinon le chemin ne fonctionnerait pas si nous ne considérons qu'un déplacement
sur deux). Nous obtenons donc le chemin qui commence par DGGDGDDGDGGD. En considérant
un déplacement sur trois, nous obtenons GDDD, ce qui fera tomber la personne du pont dans ce

cas.

— Le chemin doit donc commencer par DGGDGDDGGD. Cependant, si nous continuons avec un
déplacement sur trois en choisissant D comme neuviéme déplacement, le dixiéme sera inévitable-
ment G, et comme mentionné précédemment, le onziéme sera également G et le douziéme sera D
(sinon le chemin ne fonctionnerait pas si nous ne considérons qu’un déplacement sur deux). Cela
nous donnerait un chemin commengant par DGGDGDDGDGGD. En prenant un déplacement sur

trois, nous obtenons GDGG, ce qui fera également tomber la personne du pont dans ce cas. Ainsi,

40



Avancée

FIGURE 8 — Premier cas non concluant

nous pouvons conclure qu’il n’existe aucun chemin satisfaisant a nos conditions avec une longueur
minimale de 12 déplacements. En réalité, la situation est symétrique lorsque nous sommes a ’étape
8, et il y a autant de déplacements & droite qu’a gauche, que nous prenions tous les déplacements,
un déplacement sur deux ou un déplacement sur trois. Par conséquent, nous aurions pu éviter de
considérer ce cas. Ce qui pose probléme ici, c’est que nous sommes contraints de raisonner par
groupes de quatre afin d’éviter d’avoir deux fois le méme déplacement en prenant un déplacement
sur deux. Cependant, dans le quadruplet d’éléments supérieurs & huit, il y a deux multiples de trois
qui se retrouveront nécessairement dans la méme direction si nous raisonnons ainsi. Cela conduit
a 'impossibilité de former un chemin d’une longueur supérieure ou égale & douze qui respecte les

conditions énoncées.

Avancée

FIGURE 9 — Deuxiéme cas aussi non concluant : il est impossible de construire un chemin de longueur au moins 12
vérfiant les conditions demandées

— On pourrait se demander comment résoudre le probléme lorsque le pont est de taille plus grande et en
considérant également toutes les progressions arithmétiques homogénes®. Cette question a été soulevée
par Erdos au début des années 1930, et il a émis I’hypothése que la réponse serait également négative dans
le cas général, c’est-a-dire qu’il n’existerait pas de tels chemins. Pour formaliser davantage la situation,
nous pouvons counsidérer le n-éme déplacement comme un élément f(n) € —1,41, qui représente les
directions droite et gaucllle. Ainsi, la position de la personne sur le pont aprés le n-éme déplacement
peut étre exprimée par Z f(n). On peut dire que la personne tombera du pont si la valeur absolue de

k=1
cette quantité devient trop grande le long de toute progression arithmétique homogéne, on appelle cette

quantité la discrépance de la (f(n))% :

5. Clest-a-dire qu’il faudrait également tenir compte des suites de déplacements sur quatre, cing, etc.
6. Le terme "discrépance" est peu fréquent en frangais; en fait, il n’est méme pas répertorié dans les dictionnaires
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Définition IV.1

n
L Soit (f(n)) une suite de réels, on appelle discrépance de la suite (f(n)) la quantité sup Z fld).
d,neN* T
La conjecture d’Erdos peut finalement étre formulée de la maniére suivante : =

Conjecture IV.2: (Conjecture d’Erdos)

Pour toute suite d’éléments (f(n))nen+ et pour tout C >0, on a :

sup > f(dj)| = C.
k=1

n,deN*

On a montré précédemment que cette conjecture était vrai si C = 2. On peut méme énoncer cette

conjecture dans un cadre encore plus général.

Conjecture IV.3: (Conjecture d’Erdos générale)

Soit (H, ||| ;) un espace vectoriel normé. Pour toute suite d’éléments (f(n))nen+ de norme 1 et

pour tout C' > 0, on a :

> C.
H

sup
n,deN*

> F(dj)
k=1

C’est cette version que I'on va démontrer dans la suite de cette partie.

IV.2 Quelques remarques sur le probléme

Avant de passer a des éléments de démonstration, il est intéressant de s’intéresser un peu a ce qu’il y
a autour. Cette démonstration a été établie par Terence Tao en 2015 [taoErdos| alors que le probléme
a été posé plus de 80 ans auparavant. Roth a montré en 1964 dans [6] que le résultat est vrai si l'on
considére la borne supérieure sur toutes les progressions arithmétiques (et non seulement les progressions
arithmétiques homogénes comme dans la conjecture d’Erdos). En 2010, le projet PolyMathb avait pour
projet d’arriver a bout de cette conjecture, mais sans réel succes (malgré Uefficacité des différents projets
PolyMath) méme si on retrouve quelques éléments mis au point pendant ce projet dans la démonstration
de Tao. Les seuls réels succés avant la preuve de Tao en toute généralité étaient des preuves par ordinateurs
dans les cas ot C' =3 et C' =4 [7] de 2014 seulement !

Essayons de se rendre compte de la difficulté du probléme en cherchant des presque contre-exemples
lorsque 'on modifie trés peu les hypothéses.

Soit x : N — C un caractére de Dirichlet modulo ¢ non principal. Par définition, x est complétement

multiplicatif et a pour moyenne 0 sur tout intervalle de longueur ¢, ainsi on a :

n

vin €Ny x(Gd)| = IX(@)] 2 ox(G)| < e

j=1

Ceci ne constitue évidemment pas un contre-exemple & la discrépance d’Erdos puisque que x(n) = 0

quand n et ¢ ne sont pas premiers entre eux.

traditionnels. Il dérive du latin "discrepantia" et peut étre synonyme de "dissonance". Au sens figuré, il peut également
signifier "divergence, dissemblance, discordance".
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Maintenant ce que I'on peut faire c’est d’adapter un peu le contre-exemple précédent pour qu’il rentre
dans les hypothéses du probléme de la discrépance d’Erdos. On prend xs le caractére de Dirichlet vérifiant
x3(n)=+1nin=1[3],0sin=0[3] et —1sin=—1[3].

Soit H un espace de Hilbert de base orthonormale ey, e1, ... et soit f : N — H définie par f (3%m) =
x3(m)e, quand a = 0,1,2,...et (m,3) = 1, f prend des valeurs dans Sg(0,1). Prenons n = 1+3+...43*

pour k assez grand. On remarque que :

Donc :

S rG)| = VE+1> iogn).
j=1 H

De plus, on remarque par le théoréme de Pythagore :

d_fGd)| < Vlog(n).
j=1

H

Ainsi en modifiant un peu le contre-exemple précédant on obtient une discrépance d’ordre \/m .
On n’a pas trouvé de fonctions arithmétiques qui admettent des discrépances beaucoup plus petites.
D’ailleurs, cela peut nous donner une estimation (pas trés fondée certes) du nombre de la taille d’une
séquence (f(n)) de discrépance fixée. En effet les preuves par ordinateurs ont permis de montrer qu’il
n’existe pas de chemin de longueur strictement plus grande que 1160 de discrépance d’au moins 3 et qu’il
n’existe pas de chemin de longueur strictement plus grande que 127645 (!) de discrépance d’au moins 4.
Et on remarque que /log(1160) =~ 2.66 € [2,3] et /log(127645) ~ 3.43 € [3,4]. Ainsi on peut imaginer
que la plus longue suite qui admettrait une discrépance C' aurait environ exp (C’Q) termes. Ainsi si on
veut construire une trés grande suite de discrépance 14, il faudrait siirement s’aventurer & construire une
suite possédant exp (142) ~ 1.10%5 ce qui environ autant de particules dans I'univers observable. Bref
cela montre a quel point les chances pour obtenir une preuve exhaustive de la conjecture d’Erdos par
ordinateur est vouée & ’échec avec les techniques les plus sophistiquées trouvées en 2014. C’est ici que la
théorie analytique et probabiliste des nombres vient a la rescousse pour démontrer la conjecture d’Erdos,
on utilisera dans la démonstration de cette conjecture la conjecture d’Elliott en moyenne logarithmique
qui est une conséquence des travaux de Matomaiki et Radziwill, les résultats qu’ils ont démontrés forment

le point de départ de la démonstration.

IV.3 Forme équivalente du probléme

Le but de cette partie est de montrer que les théorémes suivants sont des formes équivalentes de la
conjecture d’Erdos (IV.2).
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Théoréme IV.4: (Forme probabiliste de la conjecture d’Erdos)

Soit g : N — S! une fonction stochastique complétement multiplicative. Alors :

2

n
supE | [ Y g()) = +o0.
neN j=1

Théoréme IV.5: (Formulation en théorie de la mesure de la conjecture d’Erdos)

Soient (€2, 1) un espace probabilisé, g : 2 — (Sl)N une fonction mesurable telle que pour p-presque

tout w € Q, g(w) est complétement multiplicative, alors :

2

sup /Q ;g«u)u) dja(w) = +o0.

neN

Ces deux formulations sont trés clairement équivalentes.

Proposition IV.6

Le théoréme IV.3 implique le théoréme IV.5

Démonstration : Soient (€2, u) et g comme dans le théoréme IV.5, on note H 'espace de Hilbert sont
L?(Q, ). Pour tout n € N, on pose f(n) € H l'application w ~ g(w)(n). Comme g(w)(n) € S! pour
p-presque tout w € Q et que p est une mesure de probabilité on a pour tout n € N : [|f||; = 1. De
plus, comme ¢ est u-presque partout complétement multiplicative, pour toute progression arithmétique

homogéne de raison d on a :

2 2
n n

> 1) - [ o] awe = [ |5 ow1o)] ante

j=1 j=1

Ainsi si on suppose le théoréme 1V.3 vrai et en prenant la borne supérieure sur n dans la relation

précédente, on obtient :

2 2
n n
sup [ |57 g@)i)] dnlw) =sup |3 fd)| = oc.
neNJQ | neN ([
Jj=1 Jj=1 H
On obtient alors dans ce cas que le théoréme IV.5 est vrai. ([

L’implication réciproque est bien plus difficile, on aura besoin d’un résultat d’analyse fonctionnelle qui

nécessite la définition suivante :
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Définition IV.7

Soit X un espace métrique et soient (i, )nen une suite de mesures de probabilités sur X. On dit que

la suite (un)nen converge étroitement vers p lorsque pour tout fonction f continue bornée sur X,

on a :

| t@an@ = [ s )

Lemme IV.8: (Théoréme de Prokhorov - Cas compact)

Soit X un espace métrique compact et p,, une suite de mesures de probas sur X. Alors il existe une

sous-suite de u, qui converge étroitement vers un autre mesure de proba pu.

Démonstration : On sait que si X est un espace métrique compact alors C°(X, C) est séparable. Donc
par le théoréme de Banach-Alaoglu la sphére unité de M(X), le dual de C°(X, C) est séquentiellement
compact pour la topologie faible-*.
Or pour tout n € N, on peut poser I'application continue suivante T}, f € C°(X,C) — / fdpy,.
Cette application est clairement continue de norme d’application égale a 1 (car les u,, sont )ées mesures

de probabilités sur X). Ainsi il existe une extractrice ¢ telle que T, converge faible-x vers T € M(X)

He(n)
de norme égale a 1. Or par le théoréme de représentation de Riesz-Radon, il existe une mesure de

probabilité p telle que T'= T),. Cela revient a dire que (f,(,)) converge étroitement vers . O

Voici un second lemme qui consiste en "application du théoréme de Prokhorov.

Lemme IV.9

Supposons que pour tout X > 1, il existe une fonction stochastique complétement multiplicative

gx ¢ qui soit & valeurs dans S! et telle que :

2

Vn<X:E | ex(i)|]| <ol
j=1

Alors il existe une fonction g stochastique complétement multiplicative & valeurs dans S! et telle

que :
2

vneN:E || gl | <c 1.
j=1

a. L’univers sur lequel est définie gx peut dépendre de X

Démonstration : Dans cette preuve on notera P ’ensemble des nombres premiers. Soit M ’ensemble
des fonctions complétement multiplicatives a valeurs dans S'. Comme les éléments de M sont déterminées
uniquement par leurs valeurs sur les nombres premiers, on voit facilement que M est isomorphe & (SI)P.
Comme produit dénombrable de compacts, M est compact pour la topologie produit. Or comme énoncé

précédemment, on peut voir chaque gx comme une application mesurable fx : Qx — M telle que :

2

<X [ IS0 e))] dix(e) <o,

X |j=1
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On note vx la mesure image de pux par fx, c¢’est une mesure sur M qui vérifie :

VF € C°(M,C) : /
M

Fg)dvx () = B[F(gy)] = / F(f(w)) dpix (w).

QX
2
n
On remarque que les fonctions g +— Z 9(J) sont continues sur M, en effet on peut décomposer
j=1
ces applications en polyndmes en les g — g(p) oil p est premier, ces applications étant continues par
définition de la topologie produit. Ainsi en appliquant la derniére estimation a ces fonctions, on obtient

que :
2

Vn< X : / > 90| dvx <c 1.
M j:1

Par le lemme de Prokhorov (IV.8), on peut trouver une sous-suite vx, de vy telle que (vx;); en converge

étroitement vers une mesure v de probabilité sur M. Donc on conclut que :

2
n

Vn € N : / Zg(j) dv(g) <¢ 1.

Jj=1

On définit ensuite une fonction stochastique complétement multiplicative g : N — S! en choisissant
(M, v) comme espace de probabilité ambiant et 'identité g — ¢ comme application mesurable. On

obtient alors dans cet espace probabilisé :

j=1
O
On peut enfin démontrer la proposition suivante :
Proposition IV.10
Le théoréme IV.4 implique le théoréme I'V.3
Démonstration : Procédons par contraposée, on suppose qu’il existe f : N — H a valeurs dans
Si(0,1) et C > 0 tels que
Vd € N* : zn:f(jd) < C. (IV.1)
j=1

H
Pour conclure notre preuve, il suffit de construire une fonction stochastique complétement multiplicative

g & valeurs dans S! telle que :
2

VneN:E || gli)| | <c L.

Jj=1

D’aprés le lemme IV.9, il suffit de construire pour tout X > 1, une fonction stochastique complétement
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multiplicative gx qui soit & valeurs dans S! et telle que :

2

n
Vn< X:E |[|> ex(i)|| <cl
j=1

Soit X

>
Soit M > X un entier naturel que ’on suppose suffisamment grand devant C, X. On définit les fonctions
7

1, notons p1, ..., p, les nombres premiers inférieurs ou égaux & X rangés par ordre croissant.

suivantes :

(Z/MZ)" S H 1 x] s (Z/MZ)"
(@[M],...,a[M]) — f (@™ ...po) e e (@M. an[M])

En appliquant I’équation IV.1 pour tout n < X et pour tout d € N de la forme d = pJ* ...p%" avec pour
tout s € {1,...,r}:1<a; < M —X:

S FGpst )| <o 1,

H

en notant j = pfjl ...pf”. Or pour tout z = (z1,...,2,) € (Z/MZ)" :

n n

S Fara()| =3 et

j=1 j=1

H H

Il'y a donc (M — X)"~! choix de z (correspondants aux (M — X)"~! choix de d possibles) qui permettent

d’avoir :

Y Flz+7(j)| <cl
i=1 .

On obtient alors : )
n

= Y IS <ot

2€(Z/MZ)" ||j=1 "

T .

Or, on peux écrire pour tout = € (Z/MZ)

Fo= ¥ Foe(5f) o o= X Fue(-5F).

£e(zZ/MT)" we(Z/MZ)"

Ainsi par le théoréme de Plancherel :

2 2
1 - : ol IS, (T0)-€
= > X Fersi| = X |R@| e (T
se@/Mz)" ||i=1 y  fe@/MIy i=1
7. Pour s’assurer que F' est bien définie on considére que les a; sont des éléments de {0,..., M — 1}. Notons aussi que

7 est bien définie pour M > X
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De plus, aussi d’aprés le théoréme de Plancherel :

2

> |Fef -t
, H
§€(Z/MZ)"
. 2
Donc on peut interpréter || F(§) H comme une densité de probabilité d’une fréquence £ = (&1, ..., xi,) €
H

(Z/MZ)". Ainsi avec cette interprétation :

Vn< X E ie(ﬂj)f) <Lc 1.

, M

Jj=1
Si on définit la fonction stochastique complétement multiplicative gx définie par : gx (p;) = e (EM’) pour
j€{l,...,r} et gx(p) pour les autres nombres premiers (il n’interviennent pas ensuite), on obtient :

2
n
Vn< X:E |[|D ex(i)| | <c L.
j=1

D’ou le résultat. O

Remarque : Un point intéressant & remarquer est de voir notre preuve ne marche plus si on considére
un caractére de Dirichlet x. Il est bien de module souvent & valeurs dans le cercle unité mais pour g < p,.,
la fonction qui & (a1, ...,a,) associe x (pi* ...p% ) est presque toujours nulle (comme 'argument est trés

souvent un multiple de ¢). Ainsi :

> o] <

£€(Z/MT)"

On ne peut donc pas définir une fonction gx telle que dans le preuve ci-dessus.

IV.4 Application de la conjecture d’Elliott logarithmique

Proposition IV.11

Supposons que g : N — S! soit une fonction stochastique complétement multiplicative telle qu’il

existe C' >0 :

2
n

vneN:E || g(j)| | <C%
j=1
Soit € > 0 et supposons que X est suffisamment grand devant e, C'. Alors avec probabilité 1 —
O(e), il existe un caractére de Dirichlet (stochastique) de période q = O¢ (1) et un nombre réel
(stochastique) t = O¢ (X)) tels que :

1—Re (g(p)@p‘“)
p

>

p<X

<ce 1

Démonstration : Soient g, C, e comme introduits ci-dessus. Soit H > 1 un nombre modérément large

devant € a choisir plus tard. On suppose que X est suffisamment grand devant X, e. Par hypothése et
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par inégalité triangulaire, on a pour X suffisamment grand :

n+H

E| %Zg(j) < log(X).

VX<n<x  |i=ntl

Ainsi par l'inégalité de Markov, avec probabilité 1 — O(e) :

2

<L e IOg(X)

H
> g(n+h)
h=1

SRS

nhlnhg
Z Zg(Jr)ng(Jr):Z

hi,h2€[1,H] /X<n<X VX<n<X

Or dans la somme sur hq, hy il est faicle de voir que le terme diagonal contribue pour > H log(X).
Ainsi pour H suffisamment grand devant C,e et d’aprés le principe des tiroirs, on peut trouver deux

entiers (stochastiques) et distincts hy, ho € [1, X] tels que :

h h
Z g(n+ 1)g(n+ 2) >cen 10g(X)

n
VX<n<X

Donc par réciproque de la conjecture d’Elliott en moyenne logarithmique I11.9, il existe un caractére de

Dirichlet stochastique de période q = O¢ (1) et un nombre réel stochastique t = O¢ (X)) tels que :

1—Re (g(p)mp‘“)
p

<ce 1.
p<X

Détaillons juste comment on peut s’arranger pour que (x,t) soient pris mesurables (et ainsi stochas-
tiques). Par le théoréme II1.9, on sait qu'il existe plusieurs couples (x,t) tels que :

—it

3 1—g(p)x(p)p

p

<a.
p<T

Et s’il existe tg € R tel que l'inégalité précédente est lieu pour t = ¢y alors par densité de Q dans
R, on peut trouver tz] € Q tel que cette inégalité est aussi lieu pour ¢t = té). Ainsi on peut s’arranger

pour considérer un ensemble dénombrable de (x,t) qui vérifie 'inégalité. Comme il est dénombrable, on

—it

1 —g(p)X(p)p

peut lui construire un bon ordre sur cet ensemble. Or I'application g Z
p

P<ZT
(1)
est continue donc mesurable et Papplication qui & une suite (z,,) de réels associe 'unique n € N tel que

x, < a et pour tout m < n : x, > a est aussi mesurable®. Ainsi on peut trouver (,t) qui vérifie :

1 - Re(gp)xp )
p

D

p<X

<ce 1.

8. On rappelle ici qu’on considére la tribu P(N) sur N et la tribu produit dans les espaces produits.
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IV.5 Preuve de la conjecture d’Erdos

Dans cette partie, on va prouver le théoréme IV.4 ce qui démontrera la conjecture d’Erdos. Pour
cela, on va supposer par l'absurde qu’il est faux. Il existe donc une constante C' > 0 et une fonction g

stochastique complétement multiplicative & valeurs dans S' telle que :

2
n

vneN:E || g(i)| | <C%
j=1
On va maintenant considérer que toutes les constantes peuvent dépendre de C, ainsi on pourra écrire :

2

VneN:E Zg(j) < 1.

j=1

On introduit désormais les grandeurs suivantes ¢, H, d, k, X vérifiant :

1 1
C<<g<<H<<S’k<<X'

D’apreés la proposition IV.11, avec probabilité 1 — O(e), il existe un caractére de Dirichlet (stochastique)

de période q = O¢ (1) et un nombre réel (stochastique) t = O¢ (X)) tels que :

1-Re (g(p)@p’“>
p

<<C,E 1.
p<X
Quitte a réduire y, on peut supposer qu’il est primitif (car si x’ est un caractére primitif qui induit x

alorsx(p) et x'(p) ne different qu’en les premiers p qui divisent le module de x, dont il y en a un nombre
fini).

Lemme IV.12

Avec probabilité 1 — O(e), t = O, (X?).

Démonstration : Preuve admise, elle se base sur des résultats d’analyse complexe qu’on a pas eu le

temps d’aborder pendant le stage. On pourra en trouver une démonstration dans (Lemme 4.1, [5]). O

On se conditionne maintenant sur ces deux événements de probabilité 1 — O(g).

On écrit pour tout n € N : g(n) = x(n)ni*h(n) on on définit :
— pour tout p premier ne divisant pas q : X(p) = x(p) et h(p) = g(p)x(p)p*,
— pour tout p premier divisant q : X(p) = g(p)p~* et h(p) = 1.

Avec ces notations on peut écrire :

> 1_7&;}1‘@)) <. 1. (IV.2)
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Lemme IV.13

Conditionné a I’événement de probabilité 1 — O(e), on a :

2

A=

H<H' <2HnENT

H
- an—i-m (n+m)| < log(X).
+log(X) —

Démonstration : Par hypothése sur g et par inégalité triangulaire :

2

H/

1

"neN:E | Yo Do snt+m)| | <1
H<H'<2H |m=1

Soit n > X?° d’aprés le lemme IV.12 on sait que t = O, (X 5) donc par un simple développement limité :

’

Vm<H :(n+m)®*=n"+ 0. ps (Xf‘;) .

Ainsi on a :
H

1 )
Vn > X% E T Z Z (n+m)n"*h(n+m)| | < 1.
H<H'<2H |m=1

Si n < X2 alors on majore cette méme quantité par H? trivialement. Ainsi pour § suffisamment petit

on obtient en moyennisant par la densité N :
ntt e

, 2
H

> X +m)h(n+m)| | <log(X).

m=1

Bly ¥ Y

JE——
H<H <2HneNT Ex)

On obtient le résultat demandé par I'inégalité de Markov. O

Définition IV.14

Dans cette partie et uniquement dans cette partie, on dira qu’une classe a modulo q* est mauvaise

si pour tout m € {1,...,2HY}, il existe un facteur premier p de q tel que a + m soit divisible par p*.

Sinon, on dira que cette classe est bonne.

Lemme IV.15

Avec les définitions précédentes, on a :

, 2
H
FY X [Xiarm)| <
<H K2

q a bonne H '<2H |m=1

Démonstration : On reprend le résultat du lemme précédent en se restreignant a I’événement de
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probabilité 1 — O(e) et en ne sommant que sur les bonnes classes :

, 2

H
1 ~
T X X e > X(n+m)h(n+m)| <. log(X).
H<H'<2H a bom}ce log(X) m=1

alq”]

Donc d’aprés I'inégalité de Cauchy-Scwharz :

! 2
H

o 2
LY ST b St mbtns | < 500

1+1 X
H<H' <2H a bonne |n=a[q¥] ¥ ¥ m=1

Or on remarque que si n appartient & une bonne classe a alors x(n +m) = x(a +m) (c’est en fait pour

cela qu’on les a introduites). Ainsi on obtient facilement :

H

1 1 log(X)?
72 2 |2 Xetm) Y o) < =
H<H'<2H a bonne |m=1 n=a+m|[q¥] n os(X)
1
On va maintenant estimer Z H_ilh(n) On remarque tout d’abord par le second théoréme
n=a+m[q¥] n- et
de Mertens 1.15 et par hypothése sur h IV.2 que :
1

(n)h(n)

Maintenant on va regarder cette quantité quand y est un caractére de Dirichlet : Z XA

neN n1+log(X)

— Supposons que i est un caractére de Dirichlet non-principal de période divisant g alors par

analycité en 1 de la série de Dirichlet associée & x7 :

1
D 1+ ——- 1.
X ( - 10g(x)) Sak

De plus en développant en produit eulérien on a 1’égalité suivante :

x1(n)h(n) 1 hp)a()) %1 ()
I+ ety =Dx < Jrlog(X))l;[ (1 pHMg}m) <1p1+10g}x)>

neN T

On en déduit 'estimation suivante (en ne gardant que les termes dans le produit sur p en 1+71) :
p log(X)
x1(n)h(n) [1—h(p)|
AL Lk €XD E A
neN ntt EEe @k 1+log<X>
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[t —h{p)]

Ainsi comme la série de terme général
pr e

est convergente, on a :

Z 1 - o[ T [1 —h(p)]| T [1 —h(»)]
P 1+10 X 1+10 X << P
5(X) 2(X)

p<X p p<X

On en déduit par U'inégalité de Cauchy-Scwharz puis le deuxiéme théoréme de Mertens (I.15) et
enfin 'hypothése IV.2 sur h :

h O(1—-Re(h 3

x1(n)h(n )<<q e [ ( (h(p)))
it e P

neN p<X

Lq,kexp | O | loglog(X) Z M

p<X p

Lq,k €Xp ((95 ( log log(X))> .

— Maintenant supposons que Yo soit un caractére principal de période r|q¥. On peut alors écrire en

développant en produit eulérien et en se rappelant que h(p) = 1 pour tout p divisant » (donc q*) :

Xo(n)h(n) < 1 ) 1
L5 et log(X) E Pt

=20 (1 o) (140 () I )

plr

- wir) Dh (1 + 10g1X)> + 0. <<pg)9h (1 + 1Ogtx)> loth))
= ‘pg) Dh (1 + 10g}X)> +0:(1)

ou la derniére estimation a été obtenue grace a I’estimation IV.3.

De ces deux points par orthogonalité des caractéres, on en déduit pour toute classe de résidus primitives

b[r] (i.e (b,r) =1),on a:

3 Li _lpn (1 + loth)> + Og i (exp (Os( log log(X)))) :

i T
n=b[r] n- - lest0)

’ r ’
Si b[r] est une classe de résidus non-primitive alors en notant r = et b =

3 e =P (1 i) O (o (O RERD)

1
n=b"[r'] n IO

Donc en utilisant Pestimation IV.3, on obtient quelque soit la classe de résidus b[r] :

3 _hm gy (1 + mth)> + Oguk (exp (Os( 10g10g(X)))) :

I+ r
n=b[r] 50
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Ainsi en réinsérant cette expression dans celle de départ :

2
o

% Z Z Z a+m (1+bg1)())+0q,k(exp((’)e( loglog(X)))) <<810§;((1i()2'

H<H'<2H a bonne [m=1

log(X)?
Or la contribution de Og (exp (Os( log log(X)))) est <, % pour X suffisamment grand. On
q

en déduit le fait annoncé en utilisant IV.3. O

Lemme IV.16

Pour tous d; # do diviseurs de q*~! et my, my € {1,... ,Hl}, on a :
qk -
a + mq a + mo
Z X d X d =0.
1 2
a=1
dy | a+ma

do I a+ma2

Démonstration : Nous n’allons pas faire en détails cette preuve. D’aprés les résultats du paragraphe

1.1.3, on peut dire que le terme que I'on cherche a rendre nul est une combinaison linéaire de termes de la

forme : e <d§a> pour (¢,diq) =1lete (dga) pour (£,doq) = 1. Comme d; # do toutes les fréquences
19 2d
qui vont apparaitre seront non nulles et ainsi leur somme sera elle nulle. O

Fin de la démonstration du théoréme IV.4 On va maintenant utiliser les deux lemmes précédents
pour démontrer la démonstration du théoréme IV.4. On se rappelle que I'on procéde par ’absurde.
Si on est dans I’événement q = 1 alors x est constant égal & 1 et donc d’aprés le lemme IV.15 on a
le fait suivant : ) )
H< H<HZ<2H (H) <1,
ce qui est absurde pour H suffisamment grand devant €. On se restreint maintenant a I’événement q > 1,

ainsi y sera non-principal. Encore d’aprés le lemme IV.15 :

% Z Z Z (a+m1)X(a+my) <. q~.

H<H'<2H mi,m,=1,...,H a bonne

On écrit dy = (a +my,q¥) et dy = (a + ma, q¥) ainsi dy, ds divisent 1. Ainsi :

x(d1)x(ds) a+m a+ms k
ANTIANTE) <e
y oy Wy 5 () (TEm)
dy,d2|q*—' H<H' <2H my,mo=1,....H p Czb_:_)nne b
1 armi,q
d

2=(a+ma2,q")

k
Or on remarque que le nombre de mauvaises classes a est au plus H Z plq (q) < H27Fg¥*. Ainsi on
p

peut écrire :

X(d1)X(d2) +m1 a+mo k
DI T () < o
dy,d2|q*~' H<H'<2H mq,ma=1,....H’ dl\a-i-m]

ds \a+m2
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D’aprés le lemme IV.16 on obtient :

) a_|_m1 TTRZ k
D S N L G A
dlg*=! H<H'<2H mi,me=1,...H’ d|a-(i1-m1

d|a+mz

On peut réécrire ceci sous cette forme :
2
1 a+m &
D S Y ()] <dt
dlqk71 H

<H'S2H @ |mel1,H')
dla+m

On voit ici que tous les termes de la somme sur d sont positifs ainsi on peut se restreindre a ceux qui
s’écrivent q' avec q° < vV H :

2

7 S Y ()] <t

iiqi<VH H<H'<2H @ |;ne[1,H]

Observons que par inégalité triangulaire on a :
2
1 a+m &
SIS0 SIS I HED DI Coey | RS

iq'<VH  H'e[H,3H] ¢ H’<m<H’+qi
q'la+m

/7 H
Donc il existe H € {H, 32} tel que :

2

S YT ) =

o ) q’
iqi<vH @ H/<T.n<H/Jr¢:11
q’la+m

Et on peut le réécrire sous la forme :

Or on observe que la condition 0 < m < q*

a+m

, a
q‘|la +m n’est vérifiée que par un seul entier m et il vérifie : — = {
q

%

J + 1. Donc par changement

de variable (et en retirant quelques termes parasites positifs) :

> 2 O <d"

il <VH pef1 o T
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Or b~ \X(b)|2 >. qF est périodique de période q et de moyenne >, 1. On en déduit :

YooY kOP< > oL

wqi<VH bG[l,q%] i:q'<VH

Des deux derniéres estimations on en déduit que :

Z 1<, 1.

iqi<VvVH

Et ceci est absurde quand H est suffisamment grand. On en déduit le théoréme IV.3 et donc la conjecture

d’Erdos est démontrée.
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