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Chapitre 1

Introduction et exemples :
maths a la physicienne

Soit f: I x U — R™ avec I un intervalle de R et U un ouvert de R".

Définition 1.1 Un équation différentielle d’ordre 1 s’écrit 2'(t) = f(t, z(t)).
On dit que ¢ est solution ssi ¢ est C! et vérifie Vt € I,/ (t) = f(t,0(t)) et
(t) e UVt € 1.

Remarque 1.1  On aurait pu prendre ¢ seulement différentiable, mais ¢a ne
change rien, car si ¢ est différentiable et solution, alors elle est C* puisque
f et ¢ sont continues.

Exemples :

e La tractrice (LEIBNITZ, 1693).
On cherche la courbe telle que la distance entre tout point P de la
courbre et I'intersection de I’axe des abscisses avec la tangente en P est
constante égale a a.
Soit P de coordonnées (z,y) sur la courbe. La pente de la tangente au
point P est —%— et aussi ¢’ donc on a :

—Y
/ PR—
Ve VEp
C’est une équation a variables séparables donc on fait nos physiciens :
et puis on change de variable (v = v/a? — y?, vdv = —ydy) :

dr =/a? — y?>—ydy

Et puis on change de variable (v = v/a? —y?, vdv = —ydy) pour
calculer I'intégrale et on tombe sur :

xr=— a2—y2—aln<a_
Y

1



CHAPITRE 1. INTRODUCTION ET EXEMPLES

e Brachistochrone : on cherche le moyen le plus rapide d’aller d’'un point
a un autre dans un champ de pesanteur uniforme.
La méthode de Galilée (1683) est de prendre un quart de cercle de
A a B et d'y placer C, D, E et F' (dans l'ordre). Il considere apres
les trajets en ligne droite AC'B, ACDB,... Il remarque que ACB est
moins bon que ACDB qui est moins bon que ACDEB,... Il conclut
alors faussement que l'arc de cercle est le chemin cherché.
Méthode de physicien de Bernoulli : On considere une portion élémen-
taire de la courbe ds. Sur cet élément, on peut considéré que la courbe
est droite. On a alors un triangle rectangle de cotés ds, dz et dy. On
a donc sin(a) = 4.
Le chemin le plus court entre deux points est celui que suivrait un
rayon de lumiere. La courbe brachistochrone est donc simplement le
trajet suivi par la lumiere dans un milieu ou la vitesse augmente se-
lon une accélération constante ('attraction terrestre g). La loi de la
conservation de I’énergie permet d’exprimer la vitesse d'un corps sou-
mis a Pattraction terrestre par v = /2gy. On peut alors utiliser le
principe de Fermat : v = K sin(«).
Donc K = /2gy%. Or ds? = da? + dy? donc % =1+ %.
On obtient alors : /1 + j—zz\/ﬂ = K donc g—g = \/?
On pose alors y = csin?(u) et on a, en réinjectant dans dz = \/gdy,

: in(2
on a dr = 2csin?(u) du et on a x = cu — w

On a donc affaire a une branche de cycloide retournée :
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1.1. QUELQUES TYPES D’EQUATIONS INTEGRABLES

1.1 Quelques types d’équations intégrables

1.1.1 Variables séparables
Forme

Ce sont les équations de la forme y/(x) = f(z)g(y(x)).

Résolution

On cherche une primitive de y — @ notée G et F' une primitive de f et
on a G(y) = F(x) + c et avec de la chance, on peut obtenir y en fonction de
x.

Dans le cas ou g = Id, on parle d’équation linéaire homogene et on a

Y = Cel @) dz,

1.1.2 Equations linéaires inhomogénes

Forme

y = f(z)y +g(x).

Résolution

On cherche y sous la forme u(z)v(x). On a w'v + uv’ = fuv + g et on
essaie d’identifier u’ avec fu et uv’ avec g.

On doit donc résoudre un équation linéaire homogene pour v : u =
C’ef f(x) d:v'

Si C # 0, u ne s’annule pas donc on a v’ = £ et on peut trouver v.

Donc y = x — Cu(z) + u(x) [5 % dt.
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CHAPITRE 1. INTRODUCTION ET EXEMPLES

1.1.3 Equation de BERNOULLI-RICATTI
Forme

Ce sont celles de la forme y' = fy + gy™.

Premiére méthode

On cherche y sous la forme uv et on essaie comme précédemment d’iden-
tifier : on doit alors résoudre v’ = fu et v/ = gu™ o™,

On peut résoudre la premieére équation comme précédemment : u(x) =
C’efoz foyde

Et on peut résoudre la deuxieme équation qui est a variable séparables.
On a alors :

1-n

y(a) = u(@) (e (1= n) [“g(t)ur(0)de)

Deuxiéme méthode

On pose y = v”.

On a ' = fv'v?~! = fof + go™P.

Donc fv' = fv + gv Y8+ done, avec § = ﬁ, onav =(1—n)fv+
(1 —n)g qui est une équation linéaire inhomogene.

1.2 Exemples en dynamique des populations

1.2.1 Cas d’une seule espece
Modele classique

Si N(t) désigne le nombre d’individus d’'une population, on peut modéliser
I'évolution de N par I'équation N'(t) = rN(t) (loi de MALTUS) avec r une
constante représentant le taux d’accroissement de la population.

On a donc N(t) = Nge™.

Un meilleur modeéle : celui de VERKULT

On note n(N) le taux de natalité et m(N) le taux de mortalité.

On a N'(t) = n(N(t))N(t) — m(N(t))N(t). On suppose que n et m sont
des fonctions affines de IV avec n décroissante et m croissante.

On obtient que n —m est une fonction affine décroissante et on a N'(t) =
(a —bN(t))N(t) avec b > 0.
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1.2. EXEMPLES EN DYNAMIQUE DES POPULATIONS

Si on suppose N'(t) positif au voisinage de 0, on a a > 0 et si b # 0, on
obtient N'(t) = aN(t)(1 — Y1),

N = c est solution. On dit que ¢ est un point critique. Dans ce modele,
on l'appelle capacité d’accueil.

Si N(t) > ¢, alors N décroit, sinon elle croit.

Solution

A part énoncer des propriétés dont 'intérét reste & prouver vu ce qu’on va
faire, on va résoudre cette équation avec la condition initiale N(0) = Ny > 0.
C’est une équation de Bernoulli, donc gentille donc on la fait résoudre au

prof et on a :
c

1 (-1

On obtient : lim N(t) = c.
t—+o00

1.2.2 Cas de deux especes
Mise en équation

On s’intéresse a un systeéme biologique avec des proies z(t) et des préda-
teurs y(t).

En l'absence de prédateurs, z/(t) = az(t) avec a > 0 un taux de crois-
sance.

En l'absence de proies, y'(t) = —cy(t) avec ¢ > 0 un taux de mortalité.

En combinant la présence des deux espéces, on obtient le modele de
LOTKA-VOLTERRA :

{x’(t) — (a — by(1))a(t)
y(t) = (da(t) - )y(t)

avec a, b, ¢, d positifs.
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CHAPITRE 1. INTRODUCTION ET EXEMPLES

Equilibres du systéme
On cherche les états du systeme tels que 2/ = 3 = 0. On doit donc
résoudre :
0 = (a—byy)xzo
0 = (dzo — c)yo

On trouve (0,0) et (5, ).
Ce sont les points stationnaires ou d’équilibre du systeme. Les fonctions
constantes associées sont des solutions stationnaires.

Existence d’un invariant /intégrale premiére

Définition 1.2 C’est une fonction I telle que I(z(t),y(t)) est constante
pour tout ¢ et pour toutes solutions x et y du systeme.

Formellement, on a :

a' _ x(a—by)
Y y(de—c)
/ _ o
donc 2/ (dx — ¢) Y (a —by)
T Yy

/ /
done do’ — = = o¥ by
T Y

donc dx — cIn(x) = aln(y) — by + k

Posons alors [ : (z,y) — aln(y) — by + cIn(x) — dx. On peut vérifier que
I est constante.
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Chapitre 2

L’arrivée des maths correctes :
théoremes généraux, existence
et unicité des solutions

2.1 Préliminaires

2.1.1 Cadre général

Soit I un intervalle de R ouvert. Soit £ un Banach et D C E un ouvert
connexe. On considere une application f : I x D — E continue et yy € E.

Définition 2.1 On appelle probleme de Cauchy la recherche d’un intervalle
J tel que tyg € J C I et d'une solution y : J — D telle que y soit dérivable

sur J et :
{y’(t) = f(ty(e)vt e J

y(to) = o
Remarque 2.1 Le plus souvent, on considérera souvent le cas ot E = RY.

Proposition 2.1 Une formulation équivalente du probleme de Cauchy est :

s =0+ [ fsy(s)ds vees

Démonstration.
= f est continue et y est dérivable par hypothese donc 3 est continue
et y est CL.
Ainsi, y(t) = y(to) + Ji, y/'(s) ds.
On obtient la deuxieme formulation en remplagant y'(s) par f(s,y(s)).
< 1l suffit de dériver pour obtenir y'(t) = f(t,y(t)). Et on évalue en t
pour avoir y(ty) = yo. u



CHAPITRE 2. THEOREMES GENERAUX

Définition 2.2 Un couple (J,y) est appelé solution locale du probleme de
Cauchy ssi tg € J C I,y € C'(J), J voisinage de t dans I et Vt € Jny'(t) =

f(ty(t).
Définition 2.3 Soit (J1,y1) et (Ja,y2) deux solutions. On dit que (J1,y1)
prolonge (J2,y2) ssi Jo C Ji et y1]z, = ya.

Définition 2.4 Une solution locale est dite maximale si tous ses prolonge-
ments lui sont égaux.

Définition 2.5 Une solution est dite globale si J = I.

Remarque 2.2
e Une solution globale est mazximale.
o Soient (J1,y1), (Jo,y2) deuz solutions locales et tq, to, ts, ty tels que
ty <to<tyelty <ty <ty etlty,ts] CJ D [ts,ts] vérifiant :

{yam = f(t, (D))t € Jy
y1(to) =1%o

yo(t) = f(t,42(1))Vt € Jo
Ya(ta) = wyi(t2)

Alors le couple (J,y) défini par J = [t1,t4] et y(t) = yi(t) sur [t1,ta] et
y(t) = ya(t) sur [ta, t4] est une solution locale qui prolonge ([t1,ts],11).

Lemme 2.0.1
Si f est C* sur I x D, toute solution locale (J,y) est de classe C**! sur J.

Démonstration. Par récurrence sur k en utilisant ’équation différentielle. =

2.1.2 Exemples

1.
y'(t) = =2y (t)Vt € R
y(0) =1
a pour solution globale ¢ — HLR
2.

{y’(t) = 2y (t)Vt € R
y(0) =1

et 13, on n’a qu’une solution maximale non globale sur |—1,1[ : ¢ — .
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2.1. PRELIMINAIRES

3.
y(t) =-y*(HVteR
y(0) =1
Ce probleme de Cauchy admet une unique solution maximale ¢ —» l%rt
sur | — 1, 400l
4.
y'(t) =-y*(t)vt e RT
y(0) =1
Ce probleme a une unique solution globale t #t sur RT.
D.
y'(t) =y’ )Vt eR
y(0) =1
a une unique solution maximale ¢ — & sur | — oo, 1[.

Remarque 2.3 Le temps d’existence de la solution ne dépend pas de maniere
continue de f :

y(t) =y(t) —e’(t)Vt € R

y(0) =1
admet une unique solution sur un intervalle | — T, +oo| avec llg(l) 1. = +o0
alors que pour e = 0, la solution est définie sur | — oo, 1].

Remarque 2.4 Si f est peu régquliére, on peut perdre ['unicité de la solution.

{y'(t) = 2)/ly(OI(1 +y(5)¥t € R
y(0) =0

Les solutions mazimales sont en fait pour tout a > 0, y, =0 sur [0, a] et
tan®(- — a) sur [a,a + Z]. On en a une infinité.

2.1.3 Le lemme de GRONWALL
Lemme 2.0.2
Soit tg € I, u, f,g € C°(I,R™) telles que pour tout t € I,

/tu(s)g(s) ds

to

u(t) < f(t) +

Alors, pour tout ¢t € I,

/Stg(r) dr

u(t) < f(t) +

[ 1s)ats)exo

)
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CHAPITRE 2. THEOREMES GENERAUX

¢
Démonstration. On pose Y (t) = / g(s)u(s)ds.
t
e Cast > t. ’

g(to) =0et Y'(t) = g(t)u(t) < f(t)g(t) + g()Y (2).
n calcule

(y(t)ef f:) g(s)ds)>, _ (Yl(t) . Y(t)g(t))ef f:o g(s)ds
< F(t)glt)e o

On a donc, en intégrant entre ¢, et t,

Y(t)e 0?0 < [ f(5)g(s)e oD

to
Dot le résultat, en remarquant que u(t) < f(t) — Y (¢).
e Cast < tp.
C’est pareil. -

COROLLAIRE 2.1 Dans le cas f = ¢ > 0 et sous les hypothéses précédentes,
on a pour tout t € I,

f:o g(r)dr

u(t) < ce

Démonstration. On s’occupe du cas t > ty, I'autre étant similaire.

On remarque que :
t
== (o0 ([ ot ar))

Donc on a le résultat.en réinjectant et intégrant la dérivée qu’on vient de
faire apparaitre. [ ]

t
r)dr
g(s)e\fs o(r)

Remarque 2.5 Dans le cas f =0, on a u(t) <0 doncu=0.

COROLLAIRE 2.2 Sous les mémes hypothéses mais avec f = c; et g = co,
on a
u(t) < ¢peclt=tol

2.2 Le cas lipschitzien

On se place dans un Banach E. Soit D un ouvert connexe non vide de F,
I un intervalle ouvert non vide de R.
Soit f:Ix D — F.

Définition 2.6
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2.2. LE CAS LIPSCHITZIEN

e On dit que f est lipschitzienne par rapport a z ssi il existe L > 0 telle
que pour tout zy,x9 € D, et pour tout t € I,

[f(t21) = f(t22)llp < Lller = 22l g

e On dit que f est localement lipschitzienne par rapport a x ssi pour tout
(to, o) € I x D, il existe un voisinage V de (ty, zo et une constante
L(to, xo) tels que f soit lipschitzienne sur V' de constante L(tg, xo).

Remarque 2.6
e exp est localement lipschitzienne mais pas globalement.
e Une application lipschitzienne est continue.
e Une fonction globalement lipschitzienne ’est localement.
e Une fonction C' est localement lipschitzienne.

2.2.1 Solution globale

THEOREME 2.1 DE CAUCHY-LIPSCHITZ On suppose D = E et f € C°(I x
E) globalement lipschitzienne par rapport a la deuziéme variable.

Pour toute condition initiale yo, le probléme de Cauchy y'(t) = f(t,y(t)),
y(to) = yo posséde une unique solution globale sur E.

De plus, toute solution locale est une restriction d’icelle.

Démonstration. On va utiliser le théoreme du point fixe.
e Dans le cas ou [ est fermé borné [a,b], (C°(I, E), ||-||) est de Banach.
On utilise la norme équivalente ||y|| = max e~ 2Llt=tol ||y (4)]| -
€

On pose :

o [CLE) 5 LB
"y = Yo+ Jy F(5,9(s)) ds

T est bien définie, continue.
Soit t > to. Pour yy,y. € C°(I, E),

IT00(8) = Tl = | [ £G5.31(5) = £(5.3a() ds
< [ L) = (o)l ds

t
< Ll —all | eiolds
to

2L|t—t0 |

E

e
S 2

”yl - ng
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CHAPITRE 2. THEOREMES GENERAUX

llyr —y2|l

On a la méme chose pour ¢ < ¢y. On obtient ||Ty; — Tyl < 45

Donc T est contractante. Elle a donc un point fixe.
e Cas ou I n’est pas fermé borné.

> 1 1
Onécrit]a,b[:ngo{a—i—nJrl,b—n+1}
> 1
Sia=—o0,]—o00,b=J {—n,b— 1) Si b = 400, c’est pareil.

n=0
Soit y,, la solution sur I,,. Par unicité, y,11|1, = Yn.

On définit y comme 'application qui ) ¢t € I, associe y,(t). D’ou le

résultat. - -
Soit de plus (7, ) une autre solution. On a I = U (INI,) = U I,.
n=0 n=0

Pour tout n, y et y coincident sur I,, donc sur 1.
]

Proposition 2.2 Sous les hypotheses du théoreme de Cauchy-Lipschitz,
soient y; et yo deux solutions de y/(t) = f(t,y(t)) sur 1.
Alors, pour tout t € 1, [[yi(t) — y2(t)l| p < e [|y1 (to) — ya(to) | -

Proposition 2.3 Soient y;,ys deux solutions de y/(t) = f(t,y(t)) avec f
lipschitzienne. Pour tout ¢t € I,

ly2 () = g2l < "7 ly1(to) — yalto)ll

Démonstration. yi(t) = yi(to) + [, f(s,y1(s)) ds et

) = n(t0) + [ £(s.05(5) ds

En soustrayant,

() = () = rlta) = welto) + [ (F(s,1(5)) = F(s.pn(s))) s

Donc :

o1 6) = 12Ol < s t) = et +| [ L (o) = wa(o) i

Et on applique le lemme de Gronwall. [ ]

Remarque 2.7 On retrouve donc l'unicité de Cauchy-Lipschitz : si (y, 1)

est une solution globale et (y, I) une solution locale, la proposition précédent
implique que |ly(t) —y(t)||z <0 sur I.
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2.2. LE CAS LIPSCHITZIEN

2.2.2 Existence locale

On prend toujours / un intervalle non vide de R, ty € I et D un ouvert
connexe de F.

THEOREME 2.2 (THEOREME D’EXISTENCE LOCALE) Soit f € C°(Ix D, E)
etn, r,M et L tels que :
o Vo=[to—n,to+n] X B(yo,7) CI XD
i v<t7 y) S V7 Hf<t7 y)HE < M
o V(t,u1) € Vi(tye) €V, If(551(8) = Fty2()ll g < Lllyr — v2l-
Alors, il existe (y,J) une solution locale avec J = [to — 1/, to + 1] avec

7' = min(n, 557)-

Démonstration. Soit h € C'(R™) une fonction telle que h|[o7§] =1, hlp toof =
0 et |h[%71}| < 1.

On définit F(t,y) par 0 si (t,y) € [to — n,to + 1] x (E\ B(yo, 7)) et
h<”y;—y0”)f<t7 y) si (tv y) € [tO —1,to+ 77] X B<y07 T)'

On peut vérifier que F est globalement lipschitzienne sur [to—n, to+n] X E.

Par Cauchy-Lipschitz, le probleme y'(t) = F(t,y(t)) avec y(to) = yo ad-
met une unique solution globale.

Par construction de h, ||F(t,y)||; < M.

)

t
Comme y(t) = yo + [ F(s,y(s)) ds, on a, pour £ € [fg 7 1o + 7]
to

ly(8) = y(to)llp < Mt —to] <

o3

Comme F(t7 y) = f(t7 y) sur [to_ﬁa t0+ﬁ]7 on Obtient que (y7 [to_ﬁa t0+ﬁ])
est une solution locale. ]

Remarque 2.8 Si f est localement lipschitzienne sur I X D, alors les hypo-
theses du théoréme sont vérifiées.

2.2.3 Unicité locale

On prend f € C°(I x D, E).

Lemme 2.2.1
Soit f localement lipschitzienne par rapport a x, J C I compact non vide,
K C D compact non vide.

Alors f est globalement lipschitzienne par rapport a z sur J x K.

Dé jon. Soit M =
émonstration. Soit (t,ml?e%)il(”f(t’x)HE
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CHAPITRE 2. THEOREMES GENERAUX

Pour tout (t,s) € J x K, il existe L(¢,x) et un voisinage U; x V. de (¢, z)
dans J x D tel que pour tout (s,y1) € Uy X V, et (s,y2) € Uy X V,

17 Csy91) = f(s,92) | e < L8 2) [[yr = wall

On peut suppose que U; est un intervalle ouvert et V, = B(xz, @)

OnaJx K C U (Uy x V) donc par compacité,
(t,x)e XK

IxKcC | (Uti x B <x T(;")»

i=1

On pose alors L = max L(t;, z;) et r = min r(z;).
1<i<n 1<isn

Soient (¢,x1) et (t,22) € J X K.
I existe ig tel que (¢, 21) € Uy, X B(z;,, r(g‘;‘))).
— Si [|z1 — 22|y < § alors x5 € B(wi, 7(T5))-

On a alors [[f(t, 1) — f(t,22) ||y < Loy — 22| 5.
— Sinon,

AM
£t 21) — f(t, 22)||p < 2M < - |21 — 22|l
f est donc globalement lipschitzienne par rapport a x sur J x K avec la
constante Lo = max(L, 4). u

THEOREME 2.3 (UNICITE LOCALE) Soit f € C°(I x D, E) localement lip-
schitzienne pas rapport a x.
Soit (y1,J1) et (y2, J2) deuz solutions locales. Alors yy = yo sur Jy N Js.

Démonstration. Soit J C J; N Jy compact non vide.
K = y;(J) Uys(J) est compact donc par le lemme, f est lipschitzienne
sur J x K.

On en déduit y; = yo sur J en utilisant

ly2 () = g2l < "7 ly1(t0) — yalto) |

Comme J; N Jy est 'union des compacts qu’il contient, on a l'unicité sur
Jl N J2. |

COROLLAIRE 2.3 Sous les hypothéses du théoreme d’unicité, si on a deux
solutions qui coincident en un point, alors elles coincident sur l’intersection
de leurs domaines de définition.

Démonstration. 11 suffit d’appliquer les théoremes précédents. [ ]
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2.3. EXPLOSION DE LA SOLUTION MAXIMALE

2.2.4 Solutions maximales

COROLLAIRE 2.4 (EXISTENCE D’UNE UNIQUE SOLUTION MAXIMALE) Soit
f € C°%I x D,E) localement lipschitzienne par rapport a x. Il existe une
unique solution mazimale (y,J) au probléme de Cauchy y'(t) = f(t,y(t))
avee y(to) = yo.

De plus, J est ouvert dans I et toute solution locale de P est une restric-
tion de (y,J).

Démonstration. Posons tT = sup{t', il existe une solution sur [to, t']} et = =
inf{t', il existe une solution sur [¢', to]}.

On définit une solution y sur Jt~,¢*[ en recollant les morceaux, ce qui est
possible par le théoreme d’unicité locale.

Il reste a montrer que y est maximale.

Supposons que ¢+ soit dans l'intérieur de I et que y se prolonge en t* alors
on peut résoudre le probléme de Cauchy 2/(t) = f(t, z(t)) avec z(t7) = y(tT).

Il existe alors une solution sur [to, ¢ + £] en recollant y et z. D’ou une
contradiction.

De méme en ¢~. Donc c’est fini. |

2.2.5 Retour sur Lotka-Volterra

f <t, <;§>> B <§E3x__big> est C' donc il y a une unique solution maxi-

male sur un intervalle Ji;, yq)-

Quand yo = 0, on a la solution (x(t),y(t)) = (xee™,0) et quand zq = 0,
on a (2(1),y(t)) = (0,y0e™).

Par Cauchy-Lipschitz, si deux solutions sont égales en un point, alors elles
coincident partout sur leur ensemble de définition.

Dong, si zg > 0 et yo > 0, la courbe solution ne rencontre pas {0} x]0, +oo[
ni 0, +00[x{0}. Donc par le TVI, x > 0 et y > 0.

2.3 Explosion de la solution maximale

Sous les hypotheses de Cauchy-Lispchitz, soit (J,y) la solution maximale
du probleme de Cauchy (P).

On sait que J est ouvert : J =|T~,TT[. SiTT <supl ou T~ >sup/ la
solution maximale explose au voisinage de T et T'.

THEOREME 2.4 Soit I un intervalle ouvert de R, D un ouvert connexe de
E et f:1IxD — E. continue et localement lipschitzienne par rapport a la
seconde variable.
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CHAPITRE 2. THEOREMES GENERAUX

Soit (JT~,T*[,y) la solution maximale du probléme P.
Si Tt < sup I alors pour tout compact K C D, il existe Tx €|T~,TT] tel

que y(Tx) ¢ K.

Démonstration. Par 'absurde : s’il existe un compact K et une suite crois-
sante (t,), qui converge vers Tt et telle que y(t,) € K pour tout n.

(y(tn))n est a valeurs dans K donc elle possede une sous-suite qui converge
vers y; € K.

Il existe n,r, M, L > 0 tel que V =]T+ —n,TT +n[xB(y,,r) C I x D,
1f(E )| < M osur Vet [[f(E,21) = f(t, 22)l| < L2y — 22 sur V.

On pose 1’ = min(n, 557 )-

Soit n > 0 tel que |[T7 —t,| < L et |ly(tn) — y4ll < 5.

On a alors V' = [t, — Z,t, + 2] x B(y(t,), 5) C I x D, ||f(t,z)|| < M sur
Vet ||f(t,z1) — f(t,x0)|| < L||xy — 2| sur V.

On applique Cauchy-Lipschitz local au probleme 7'(t) = f(t,y(t)) avec
Y(tn) = y(tn).

Il existe une unique solution locale ([t,, — a, t,, + «], ) avec

/

o =min(4, —) =1L
27 4M 2
En particulier, t,, + a > T+ — %/ + %/ > T,
On obtient un prolongement z de y a |7, t,,+«[2]T~, T"[ donc le couple
(JT—,T"[,y) n’est pas solution maximale. ]

COROLLAIRE 2.5 Si D = E =R", avec les hypotheses de Cauchy-Lipschitz.
Soit (T, T*[,y) la solution mazimale du probléme P.
St T* <supl alors lir%lJr ly()]| 5 = +o0.
t—

Démonstration. On prend K = B(0, R). Par le théoréeme, il existe T €
|T—, T tel que ||y(t)|| = R pour tout ¢ €Tk, T
D’ou le résultat. ]

Remarque 2.9 C’est faur en général en dimension infinie.

Définition 2.7 Soit f : R® — R” localement lipschitzienne. On dit que
I'équation dfférentielle ' = f(x) possede une fonction de Lyapunov ssi il

—
existe V' € C1(R™, R) telle que pour tout = € R, (grad V(z), f(z)) < 0.
THEOREME 2.5 Siz’ = f(x) posséde une fonction de Lyapunov et si pour

tout R, {x € R",V(x) < R} est borné alors la solution maximale du probléme
de Cauchy est globale ie T = +oo.
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2.3. EXPLOSION DE LA SOLUTION MAXIMALE

Démonstration. Soit (]T~,T"[,y) la solution maximale.

W) _ (rad v (o). /(1) = (@xad V(w(e)). f(y(1))) < 0

Ainsi, pour tout ¢ €]ty, TT[, V(y(t)) < V(y(to)).
On a donc pour tout ¢ €]ty, T, y(t) € {x € R", V(z) < V(y(to))}.
Donc ||y(¢)|| est bornée au voisinage de T*. Donc y n’explose pas en T

et TT = 4o0. ]
Exemples : .
o 2/(t) = —grad V(z(t)), z(to) = o avec V € C" et tel que {x,V(x) <
R} borné.

V est une fonction de Lyapunov pour ce systéme donc TF = +o00.

e Systéme hamiltonien : p’ = grad H(p, q) et ¢ = — grad H(p, q).
L’énergie d'un systeme hamiltonien est conservée.
Donc si {(p,q), H(p,q) < R} est borné pour tout R, alors H est une
fonction de Lyapunov et la solution maximale est globale.

o [l existe une fonction de Lyapunov pour le systeme de Lotka-Volterra.

THEOREME 2.6 (EXPLOSION EN DIMENSION FINIE AVEC D # E) Soit
(J,y) la solution mazximale du probléme de Cauchy P.
On a lalternative suivante pour J =T, T*[ :

e " =supl
e Jim ()] = o0
e lim d(y(t),0D) =0

Remarque 2.10 On a la méme chose en T~

Démonstration. On suppose tT < sup I.

Pour € > 0, on pose K. = {z € D,d(z,0D) > e} N B(0, 1).

On a montré que y sort du compact K a partir d’'un certain temps.

Si y est bornée, il existe T' €]t~ t1] tel que pour tout t € [T, ¢"[, y(t) ¢ K.
et y € B(0,1) pour € assez petit.

Donc pour tout € > 0, il existe T tel que pour tout t € [T,t],

d(y(t),0D) < e

Sinon, si elle ne tend pas vers +oo en ¢, alors il existe € > 0 tel que pour
tout n, il existe t,, tel que :

1
tt — - <t, <thtet |ylty)| <

M| =

On pose ) = 3 min(sup I — ¢+, T —inf 1).
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CHAPITRE 2. THEOREMES GENERAUX

Pour n assez grand, [t, — n,t, +n] C T et t, € [tT —n,tT +n).

Il existe donc une solution locale au probleme de Cauchy 2/(t) = f(¢, 2(t))
avec z(t,) = y(t,) définie sur I'intervalle (¢, — 1, ¢, +17'] avec ' = min(, 7i7)
et M = sup{[[f(ta)ll o € 7 — " + ] Ko

Pour n assez grand, t, +n' > t* donc contradiction. [ ]

Exemple : Si f vérifie || f(¢,y(t))]] < a(t) ||y(t)||+B(t) avec a et [ positives
intégrables sur tout compact.

Toute solution maximale du probleme de Cauchy associé a f est globale
(On majore y brutalement avec Gronwall et on la trouve bornée).

COROLLAIRE 2.6 Si f wérifie || f(t,z) — f(t,y)|| < L(t) ||z —y| avec L
intgrable sur tout compact, alors la solution mazimale du probléeme de Cauchy
associé est globale.

2.4 Continuité par rapport aux parametres

Cas globalement lipschitzien

Soit f continue et globalement lipschitzienne par rapport a la deuxiéme
variable.

On note y(t,yo) une solution du probleme de Cauchy associé a f avec
y(to) = yo. Par Cauchy-Lispchitz, il existe une uique solution maximale qui
est de plus globale.

Proposition 2.4 Pour tout segment J C ¢, Uapplication yo — y(-, yo) est
continue et pour tout yo,y, € E, on a :

vt e I |ly(t,yo) — vt yp)|| < e lyo — |

Démonstration. Soit J C I un segment.

t
Pour t € J, y(t,y0) = yo +/t f(s,y(s))ds.
0

Donc :

t
It 0) =yt )l < llyo = oll + L [ lly(s.90) = (s )] d
0

Et on conclut par Gronwall. ]

Proposition 2.5 L’application (¢, yo) — y(t,yo) est continue.
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2.4. CONTINUITE PAR RAPPORT AUX PARAMETRES

Démonstration. Soient ti,ty € J segment.

y(t, yo) — y(ta, yo) |l < Nyt yo) — y(ta, yo)ll + lly(te, wo) — y(ta, yo)

to
< lyo — yoll + L/t 1y (s, y0) — y(s, yo) || ds +sup ¢/[ta — ti]
0

L(b—a

< llyo — woll + sup y'[ta — t1] + " |lyo — ypl| (t2 — o) m

Cas localement lipschitzien

Proposition 2.6 Soit f : [ x D — E continue localement lipschitzienne
par rapport a la seconde variable.

Pour tout yg € D, il existe un voisinage V de y, dans D et n > 0 tel que
pour tout y, € V, il existe une unique solution sur I,, = [ty — 1, to + 1], et de
plus, yi — y(-, ) est continue sur V.

Démonstration. On applique le théoreme de Cauchy-Lipschitz local.

Pour y; € B(yo, 5), on a vu qu’il existe une unique solution locale .J', 3’
sur J' = [to — n',to + 1] avec " = min(n, 357

De plus, on a pour [t —to| < 7', ||/ (t) — yol| < § et de plus ¥’ coincide
avec la restriction de la solution du probleme.

On pose V' = B(yo, 7). pour yo € V, V C B(yp, 5) C B(yo,7)-

Puisque B(yg, 1) C B(yo, 5), pour tout t € Ly, yo € V et y(t,yg) est la
restriction de solutions globales de I’équation y'(t) = F(t,y(t)).

Pour conclure, on applique le résultat de continuité par rapport a yo dans
le cas lipschitzien. [ ]

Continuité par rapport a un parametre

Définition 2.8 On considere le probléeme de Cauchy a parameétre :

{y;@) = f(t,y(t),\)

un(to) = yo

On se ramene a un probleme de continuité par rapport aux données ini-

tiales : on pose x = (i), F(t,z) = (f(tg,p)) et 7o = <y)?>

On consideére le probleme de Cauchy augmenté z'(t) = F(t,z(t)) et
x(tg) = o.

La derniéere équation différentielle du systeme est p/(t) = 0 sa solution est
p =Cste= \.
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CHAPITRE 2. THEOREMES GENERAUX

Proposition 2.7 Si f : [ x E x F' — FE est continue et globalement lip-
schitzienne par rapport a y et A alors A — y, est continue pour tout segment

JClI.
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Chapitre 3

Equations différentielles
linéaires

3.1 Systemes différentiels linéaires

Soit F un espace vectoriel de dimension finie.

Définition 3.1 Un systeme d’équations différentielles est une équation dif-
férentielle du type :

Vie I, X'(t)=A{)X(t) + B(t)

avec I un intervalle ouvert de R, A € C°(I, %.(E)) et B € C°(I, E).

Remarque 3.1 C’est le cas particulier f(t,y) affine en y. on a la continuité
de f sur I x E, la lipschitzianité locale par rapport a la seconde variable avec
IA®)|| comme constante de Lipschitz.

On obtient par Cauchy-Lipchitz l'existence et 'unicité d’une solution
maximale et globale sur I.

Remarque 3.2 Si E = R%, on peut identifier y € E avec le vecteur de ses
coordonnées et A avec un arc continue de matrices d X d.

Exemples :
[ ]

. o _ t 1 (1
est un systeme linéaire avec A(t) = (Cos(t) et> et B(t) = (0 )
e y'(t) + q(t)y(t) = 0 se ramene a une équation différentielle d’ordre 1
via les méthodes habituelles (Y(¢) = (5,((?))). Par Cauchy-Lipschitz, si
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CHAPITRE 3. EQUATIONS DIFFERENTIELLES LINEAIRES

on ajoute une condition sur Y (0) (ie sur y(0) et y'(0)) alors on a une
unique solution maximale globale.

3.1.1 Formule intégrale et résolvante
Systémes homogeénes

THEOREME 3.1 L’ensemble des solutions avec b = 0 est un espace vectoriel
de CY(I, E) de dimension finie égale a dim(E).
Plus précisément, si t — y(t, to,yo) est la solution pour y(to) = yo, alors

lapplication :
E - V
Pt -

Yo y('7t07y0)

est un isomorphisme (continu,).

Démonstration. Par Cauchy-Lipschitz, ¢y, est bien définie.
La linéarité est claire (il suffit d’écrire I’équation différentielle).
La continuité en découle vu qu’on est en dimension finie.
Si @4, (y) = 0 alors y(-, to, yo) = 0 donc yo = 0. D’ou 'injectivité.
La surjectivité est débile par prise en ty. [ ]

Définition 3.2 On appelle systeme fondamental de solutions une base de
V.

Remarque 3.8 Le théoréme est vrai pour tout ty donc (y1,--- ,ya) est un
systéeme fondamental de solutions ssi il existe t € I tel que (yi(t), -+, ya(t))
est une base de E.

Définition 3.3 On considere le Wronskien défini par :

w(t) = det(yi(t), -+, yalt))
Proposition 3.1 Pour tout s,t € I, w(t) = w(s)efs tr(A()) o

Démonstration. Soit Y (t) la matrice (y1(t), - ,y4(t)). On a alors Y'(t) =
ALY ().
Soit l1(t), -+ ,14(t) les lignes de Y (t) et a; ;(t) les coetlicients de A(t).
h(t)
On a w(t) =det| :
La(1)
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3.1. SYSTEMES DIFFERENTIELS LINEAIRES

De plus, comme /(¢ Za” ,ona:

l1(t)

det l’
la(t)
(1)

= iiazy( t) det li{t)

i=1j5=1

ld&t)

=

A(tw(t)
(t))w(t)

n
Q;

=1
r(A
D’ou le résultat. ]
Définition 3.4 On appelle matrice résolvante du systeme linéaire homogene

I'unique solution du systeme différentiel Y’ = AY avec Y (ty) = I,
On la note S(t, ).

Proposition 3.2
e Pour tout to, tl, tz, S(t, to) = S(t, t1)5<t1, t2)
e Pour tout tg,t1, S(tg,t1) est inversible d’inverse S(ty,tp).
e La solution du probleme de Cauchy ¢y’ = Ay avec y(ty) = yo est donnée
par S(-, to)yo-

Démonstration. Soit Y (t) = S(t,t1)S(t1, o).

On a Y(t1) = S(ty,to) et Y'(t) = A(t)S(t, t1)S(t1,t0) = A(t)Y (1).

Donc Y = S(t, to).

On prend t = ty. Id = S(to, to) = S(to,t1)S(t1,to) d’ou le résultat.

On vérifie y(tg) = yo = S(to, to)yo donc S(t,ty)yo est aussi solution. Par
Cauchy-Lipschitz, on a le résultat. [ ]

Remarque 3.4 On en déduit que w = 0 ou w ne s’annule jamais. De plus,
st tr(A(t)) = 0 pour tout t alors w est une intégrale premiére.
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CHAPITRE 3. EQUATIONS DIFFERENTIELLES LINEAIRES

Systémes non homogenes

THEOREME 3.2 FORMULE DE DUHAMEL La solution du probléme de Cau-
chy :

y(to) = o

{y'<t> = A(t)y(t) + b(t)

est donnée par :

y(t) = S(t,to)yo + /tj S(t, s)b(s)ds

Démonstration. On utilise la méthode de variation de la constante : posons

y(t) = S(tto)z(t).
On a alors :

2(t) = S(t,t0) "b(t) = S(to, 1)b(1)
Donc z(t) — z(to) = /th(to, s)b(s) ds.
D’ou :

y(t) = S(t,to)yo + /t: S(t, s)b(s)ds

3.1.2 Systemes a ccefficients constants

THEOREME 3.3 On a S(t,ty) = e(t~t0)4,
Les solutions du systéme 1y’ = Ay et y(ty) = yo s 'écrivent y(t) = ettt Ay,
La formule de Duhamel devient :

t
y(t) = et Ay 4 / ’ et=94p(s) ds
t

l
THEOREME 3.4 Soit A € My(C). xo = (1) (X — ;)™
j=1

Pour tout j, il existe m; solutions indépendantes de la forme y;, =
eip; x(t) avec p;y un polynome de degré inférieur a k — 1.
Ceci donne un systéme fondamental de solutions.

Démonstration. Via la décomposition de Jordan, 1’équation différentielle se
découple en r systemes indépendants qui possedent une solution de la forme :

dq—F 4n
DY —Zgkin Q€ [1,7], k€ [0,ds]

n=0 """
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3.1. SYSTEMES DIFFERENTIELS LINEAIRES

Proposition 3.3 Soit A € M,(R) de spectre A\, = ay + ib.
Alors il existe un systeme fondamental de solutions de la forme :

t > t"e" cos(b;t) et t — t"e" sin(b;t)

3.1.3 Groupe a un parametre

Définition 3.5 On appelle groupe a un parametre un difféomorphisme de
groupes de (R, +) dans (GL,(K), ).

Proposition 3.4 Les groupes & un parameétres sont les ¢ — e avec A €

M,

Démonstration. C’en sont clairement.
De plus, si B en est un, alors B'(t) = B'(0)B(t) donc B(t) = ! avec
A = B'(0). n

Exemples :
o A =1, : Cest le groupe des homothéties a rapport strictement positifs

on:26tA2<O

1 _01>, ce sont les matrices de SO

3.1.4 Equations différentielles d’ordre supérieur
Existence et unicité de la solution

Toute équation différentielle linéaire d’ordre n :

200 + S al)20(0) = g0

avec a; € C°(I), g € C°(I) peut se ramener a un systéme d’ordre 1 :

z

Z,

y'(t) = At)y(t) + b(t) avec y =

z(n)

n—1
et A la matrice compagnon de X" — » a;(t) X" et
=0

PIERRON Théo Page 25 Tous droits réservés



CHAPITRE 3. EQUATIONS DIFFERENTIELLES LINEAIRES

Par Cauchy-Lipschitz, pour toute condition initiale, il existe une unique
solution.

THEOREME 3.5 Si g = 0, l’ensemble des solutions est un espace vectoriel
de dimension n de C™(I). De plus,

K™ —  C™"(I)
QY
(Z07”' 7zn71> — Z(t, 207”' 7zn71)
est un isomorphisme d’espace vectoriel.

St g # 0, lespace des solution est un espace affine y+V de dimension n
de C™ avec y une solution particuliére.

Wronskien
Définition 3.6 Soit z1,---, 2z, un systeme fondamental de solutions avec
g = 0. On appelle matrice wronskienne de zy,- - - , z, la matrice :
z(t) oo za(t)
W(t) = : :
z%nil) N 21(1”_1)

Proposition 3.5 On a par la formule de Liouville :

w(t) = w(s)exp (— /St an-1(8) ds)

Remarque 3.5 St a,_1 = 0, alors le wronskien est constant. On sit que le
systéeme conserve le volume.

Calcul des solutions dans le cas a; constants

Proposition 3.6 Si A est racine de y 4 de multiplicité m, alors les fonctions
2.(t) = t"eM avec r € [0, m — 1] sont des solutions indépendantes avec g = 0.

A avee A

Démonstration. On cherche les solutions sous la forme z(t) = Q(t)e
une racine de multiplicité m de x4 et @@ de degré inférieur a m — 1.

Par Leibniz,

() (t) = z_; @) QW (t) (ekt)(kfj)

k=0

n n—1
On a donc > a,z™ (1) = MY QU (¢) PY(\) = 0.
=0
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3.2. COMPORTEMENT QUALITATIF DES SOLUTIONS

m—1
De plus, les solutions sont bien indépendantes car si Y \;z;(t) = 0 alors

=0
m—1 )
Z Oéitl =0.
=0

Douag=-=0a;,-1=0 [
Proposition 3.7 Sur K =R, soient Ay, -, \; les racines de x4 de multi-
plicité mq, - -+, my.

On décompose A; = o + i3;.
On a alors le systeme fondamental de solutions :

t > t"e" cos(B;t) et t — t"e%" sin(B;t)
avec 0 <r<mjetl<j<k.
Variation de la constante
Soit z1,- -+, z, un systeme fondamental de solutions.
On cherche une solution de la forme z(t) = ¢;(t)z(¢).
i=1

On a:
0

h(t) ()

Par la formule de Duhammel -
o(6) = St + [ S(t.5)b(s) ds
et comme, ici, S(t,s) = W({t)W(s)™!, on a :
y(t) = W)W (to)yo + /tt W ()W (s) " b(s) ds

Donc, avec ¢ = W™y, on a c/(t) = W (t)~1b(t).

3.2 Comportement qualitatif des solutions

3.2.1 Portraits de phase

On étudie les trajectoires des solutions du systeme 3’ = Ay avec A €
My 2(R). On cherche P inversible telle que z = P~y soit sympathique.
Xa=X?—(a+d)X +ad—bcet A= (a—d)?*+4bc.
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CHAPITRE 3. EQUATIONS DIFFERENTIELLES LINEAIRES

e Si A <0, xa a deux racines complexes non réelles a £ (5.
On prend :

et on obtient ' = (a _ﬂ) z.

@
@
AR
./

e A a deux valeurs propres réelles distinctes donc A est diagonalisable de
spectre A, .
SiA>0et u>0,
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3.2. COMPORTEMENT QUALITATIF DES SOLUTIONS

Sid<0et p<O,

SiA>0,u<0,

AN
N7 A A

e Si A =0, \ est racine double donc,
. A0 . )
81A~<0 A),ona,51)\>0.

SiA<O,
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CHAPITRE 3. EQUATIONS DIFFERENTIELLES LINEAIRES

SiAN(S }\) avec A = 0,

Sinon, si A > 0,

—F

AN

P
Et si A <0,
\

VA

Q\

3.2.2 Stabilité asymptotique

THEOREME 3.6 On considére ©' = Ax.
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3.2. COMPORTEMENT QUALITATIF DES SOLUTIONS

Toute solution tend vers 0 en +oo ssi Sp(A) C {z,R(z) < 0}

3.2.3 Solutions bornées

THEOREME 3.7 On considére ' = Ax.

Toute solution est bornée en +oo ssi Sp(A) C {z,R(z) < 0} et les va-
leurs propres de partie réelle nulle sont de multiplicité 1 dans le polynome
caractéristique.

Démonstration.

< On a deux méthodes : balancer I'expression des systemes fondamen-
taux de solutions, ou utiliser la décomposition de Dunford.
A= P(D+ N)P~! avec D diagonale, N nilpotente et DN = ND.
etd = PetPetN P~1 donc HetAH < ||P|||1P7Y] HetDH HetNH.
Si pour tout A € Sp(A), R(A\) < 0, alors on prend p = — max R(Sp(A4)).
On a donc existence de c et ¢ telles que HetDH < ce M et HetNH < dit
pour t assez grand.
Donc HetAH < Ctd=le=1t 5 (.

Donc [ly(t)] = [le4yo| — 0.
= Soit A € Sp(A) de partie réelle positive ou nulle.
Il existe une solution de la forme p(t)e* avec p un polynéome de degré
inférieur a d.
Cette solution est non bornée ssi p est non constant ou A # 0.
Si A = 0 et p constant, la solution converge vers une constante non
nulle en général.
]
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CHAPITRE 3. EQUATIONS DIFFERENTIELLES LINEAIRES
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Chapitre 4

Stabilité des systémes non
linéaires

4.1 Stabilité

Définition 4.1 Soit x¢ un équilibre du systeme 2/(t) = f(x(t)).

On dit que z( est un équilibre stable ssi pour tout voisinage de zy, il existe
un voisinage U’ C U de zg tel que pour tout a € U’, la solution (z(+,a) soit
définie sur R™ et ne sorte pas de U.

Définition 4.2 On dit que zy est asymptotiquement stable ssi xq est un
équilibre stable et il existe un voisinage W de xy tel que pour tout a € W,

x(-, a) soit définie sur RT et lim xz(¢,a) = x.
t——+o00

Définition 4.3 On appelle systéme linéarisé autour de xy associé a ' =
f(z(t)) le systéme linéaire :

(1) = f'(wo) (x(t) — o)

4.2 Criteres non linéaires de stabilité

On suppose que zy est un équilibre de 2/ = f(x).

THEOREME 4.1 Sixqg est un équilibre asymptotiquement stable du linéarisé,
alors xy est asymptotiquement stable.

THEOREME 4.2 Si f'(xg) posséde une valeur propres a partie réelle stricte-
ment positive, alors xy n'est pas un équilibre stable de x' = f(x(t)).

Remarque 4.1 Le cas difficile est Sp(f'(zo)) C {z, R(z) < 0}.
Définition 4.4 Soit xy un équilibre de 2’ = f(x).
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CHAPITRE 4. STABILITE DES SYSTEMES NON LINEAIRES

On dit que V € CY(R? R) est une fonction de Lyapunov stricte ssi il
existe r > 0 tel que :
e 1) est un minimum strict de V' sur B(zo, )

—

e pour tout v € B, (gradV, f(z)) < —a(V(x) — V(x0)) avec o > 0 fixé.
THEOREME 4.3 Soit xq un équilibre de 2’ = f(x).

S7il existe une fonction de Lyapunov associée, alors xy est asymptotique-
ment stable pour ' = f(x).

Démonstration. Quitte a remplacer f par f(x+x¢)— f(x), on peut supposer
Ty = 0.

Soit D,y = {xz € B, X(z) — V(0) < n} avec n > 0 fixé.

D,, est un ouvert non vide car 0 est un minimum strict de V' sur B.

On montre que pour n assez petit, D_,7 C B.

En effet, sinon, il existerait (z,), tel que 0 < V(z,) — V(0) < < avec
r, € 0B.

Comme 0B est compact, on extrait une sous-suite et on a V/( liT Ty) =
n—-+4o0o

V(0), ce qui contredit la strict minimalité de 0.
Soit B C D, C B avec B’ une boule ouverte de centre 0.
On considere le probleme de Cauchy :

Fw>=ﬂam
z(0) =a

Par le théoreme de Cauchy-Lipschitz, il existe une solutions maximale x
sur [0, 7.
On pose ¢(t) = V(z(t)) — V(0) > 0.

En dérivant,

(1) = grad V (z(t))2' (t)
= grad V(2(1)) £ (x(1))
< —a(V(x(t) - V(0)
< —ap(x(t))

avec a > 0.
Par Gronwall, ¢(x(t)) < e *p(x(0
Donc V(z(t)) = V(0) < e *(V(a) —
Si T* < oo, pour tout ¢t € [0, TF[, V(x(t)) — V(0) <n
Donc z(t) € D,, C B et T = +oo.
Quand t — 400, on a tljinoo V(z(t)) = V(0).

Il reste a montrer que lim x(t) = 0.
t—+o00

~—
~—
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4.2. CRITERES NON LINEAIRES DE STABILITE

Soit (t,), qui tend vers 'infini avec z(t,,) convergente vers .
On a alors V(I) = V(0) donc [ = 0 puisque 0 est minimum strict. On a
donc z(t) — 0 puisque B est compacte. [ |

Remarque 4.2 Dans le cas ot V(z) = ||z||*, on obtient que xq est asympto-
tiquement stable avec convergence exponentiellement rapide.

Démonstration du théoréme de stabilité en premiére approximation. Soit xg
un équilibre de z'(t) = f(x(t)).

Les valeurs propres de f’(zg) sont a partie réelle négatives strictement.
On suppose g = 0 (ce qui est licite par le méme changement que tout a

I'heure).
e On considere le cas ou f’(zg) est diagonalisable a spectre réel.
On se place dans une base adaptée, et on pose V(z) = ||z|*.

0 est un minimum strict de V. Il reste a montrer que
(grad V(). f(2)) < —aV/(x)
On a supposé f C* donc par Taylor :
f(@) = f(0)z + o(||=]])

Done (grad V' (z), f(2)) = (22, f/(0)2) + o{ ]
f/(0) est représenté par D = diag(A1, -+, \y)-

Dans ce cas, <ga>i V(z), f(z)) =2> Nz + o(||z||?).
_ i=1
Donc on a bien (grad V(z), f(x)) < —alpha ||z||* pour tout z € B avec
B boule ouverte de rayon suffisamment petit.
Donc V' est une fonction de Lyapunov stricte.
e On va utiliser :

THEOREME 4.4 DE LA BASE ADAPTEE Si une matrice A a toutes ses
valeurs propres a partie réelle négative alors il existe une base telle que
le produit scalaire correspondant vérifie :

(Az,z) < —alx, T)

On refait le raisonnement précédent avec V' la norme au carré associée
a ce produit scalaire. [ ]

THEOREME 4.5 CETAEV, 1934 Soit xy un équilibre de ' = f(z).
On suppose qu’il existe une boule ouverte de centre zo et V : R* — R de
classe C* et Q un ouvert tel que :
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CHAPITRE 4. STABILITE DES SYSTEMES NON LINEAIRES

o 1y € 0N

o V>0 sur(

-V =0 sur
VzeQNB, grad V(z)f(z) > 0

Alors xo est instable.

Démonstration. On va montrer que la définition de la stabilité est violée pour
a € 0N B aussi proche qu’on veut de z.
On considere le probleme de Cauchy :

{x’@) = f(a(t))
z(0) =a€QnNB

On veut montrer que x(t) ne tend pas vers xy en +00.

Soit x la solution de maximale sur [0, 7"]. On suppose par 'absurde que
xq est stable. N

On pose p(t) = V(z(t)) en dérivant, on a ¢'(t) = grad V(z(t))) f(z(t)) >
0.

Ainsi V(z(t)) est croissante par rapport a t et on a V(z(t)) > V(a) tant
que z(t) € QN B.

On considére aussi T la solution maximale sur [0, 400 qui est globale car
T est supposé stable.

On a donc un prolongement de z, donc comme z est stable, pour ||a — x|
assez petit, on a T(t) € B pour t € [0, +o0.

Montrons que T ne traverse jamais 9f2.

— — —

On a V(z(t)) = gradz(¢t) f(grad z(t)) = 0 et V(z(t)) = V(a) > 0 pour
tout t € [0, o[ avec ty = inf{t > 0,Z(t) € IN}.

Or, sur 092, V =0 donc si tyg < 0o, on a 0 = lim > V(a) > 0.

t—to
Donc T ne traverse jamais 0.

Par le TVI, pour tout ¢ > 0, Z(t) € BN

D’ou T" = 400 et x(t) € BN pour tout ¢ > 0.
Or V(z(t)) est croissante donc V(z(t)) = V(a).
Soit K ={y € BNQ,V(y) > V(a)} compact.

—
On pose o = inlf( grad V' (y)f(y) > 0 qui est atteint en yo € K.
ye

Siog=Vouz, ona¢(t) > aetp(t) > ¢0)+ at — +oo.
Donc V (z(t)) — +oo donc ne peut pas étre borné. D’oti la contradiction
et I'instabilité de x. [ ]

Démonstration du théoréme d’instabilité. On suppose zg = 0.
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4.3. RETOUR SUR LA STABILITE DES SYSTEMES HAMILTONIENS

e Dans le cas f/(0) diagonalisable avec spectre réel, on décompose R¢ =
E, & FE_ avec E, l'espace propre des valeurs propres > 0 et E_ celui
des valeurs propres négatives.

On pose V(z) = [lz,]” — [lo_|
On pose 2 = V71(]0, +o0[). C’est un ouvert non vide.
Il reste a trouver une boule ouverte B de centre 0 telle que, sur 2N B,
(grad V' (z), f(z)) > 0 avec le produit scalaire associé¢ a une base qui
diagonalise f(0).
Donc

— 2

(grad V(z), f(z)) =2 > Nzi—2 Y Xal+o(|z|*) >0

i tq A >0 i tq \;<0

e Dans le cas général, on utilise :

THEOREME 4.6 DE BASE ADAPTEE, DEUXIEME VERSION Soit A une
matrice. On décompose x4 en P, P_ associés aux valeurs propres posi-
tives ou négatives.

On pose B = Ker(P,) et E_ = Ker(P-).

Il eziste un produit scalaire tel que (Ax,x) > 2a{x,x) pour x € E, et
(Az,z) < afx,x) avec a > 0 fizé.

On refait alors comme dans le cas précédent. [ ]

Remarque 4.3 Les théoremes de base adaptée 4.4 et 4.6 se démontrent via
la décomposition de Jordan.

4.3 Retour sur la stabilité des systemes ha-
miltoniens
On considere le systeme ¢ = p et p' = —V'(q).
On a vu que 'hamiltonien H(p,q) = % + V(q) se conserve.

Proposition 4.1 Si V' est minorée, alors les solutions sont globales.

Démonstration. Soit p, q la solution maximale sur [0, 7].
On a H(p,q) = cste donc

2
pe(t
2< ) < H(po,q0) — Vi
donc p est bornée par M donc :
t
a(8)] = a0+ [ p(s)ds| < laol + M < laol + T*M
Par majoration a priori, 7" = +oo. ]
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CHAPITRE 4. STABILITE DES SYSTEMES NON LINEAIRES

4.3.1 Etude des équilibres

Proposition 4.2 (p, q) est un équilibre du systéme ssi p =0 et V'(¢) = 0.
Le systéme linéarisé s’écrit :

qg =p
P =-V'(q)q

Si V"(q) < 0, on a deux valeurs propres réelles +,/—V"(q) (instable).

Si V"(q) > 0, les valeurs propres sont imaginaires pures et on ne peut pas
conclure pour l'instant.
Proposition 4.3 Soit ¢ tel que V'(q) = 0.

Si V"(q) > 0 alors I'équilibre est stable.

Démonstration. q est un minimum local de V. Comme H (p, q) est constant,
V(q) < H(po, qo) donc on a la stabilité. n
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Chapitre 5

Méthodes numériques

5.1 Flot exact

On considere le probleme de Cauchy :

{y’(t) = f(y(t))
3/(0) = Yo

avec f globalement lipschitzienne de constante L.

Définition 5.1 On appelle flot de I'équation différentielle y'(t) = f(y(t))
Vapplication ¢.(yn) = (1, vo).

Proposition 5.1 y — ¢;(y) est bien définie.

Remarque 5.1
® Pty © Py = Phitts
o vy =1d
L2 b= Y-t

5.2 Flot numérique

Définition 5.2 On appelle flot numérique de 'équation différentielle ¢’ =
f(y) une application @, : R? — R? avec h dans un intervalle ouvert contenant
0 telle que @y, soit une approximation de @p(y).

Exemple : La méthode d’Euler explicite ®,(y) =y + hf(y).

Résolution numérique du probleme de Cauchy sur [0, 7.

On subdivise en N intervalles [t;, ¢;,1]. On définit par récurrence y, 11 =
Dy, (y,) de sorte que y(t,) >~ Yn.

Exemple de méthode explicite : (Heun) ®, =y + hf(y + 2 f(y)).
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CHAPITRE 5. METHODES NUMERIQUES

5.3 Ordre local et global d’approximation

Définition 5.3 On dit que le flot numérique ®; est d’ordre local p s’
existe € : I x RT — RY (avec I ouvert contenant 0) telle que @ (y) — on(y) =
hP*le(h,y) et € bornée sur les compacts.

Proposition 5.2 Si f est de classe C?, la méthode d’Euler est d’ordre local
1.

Proposition 5.3 Si f est C3, la méthode de Heun est d’ordre local 2.

Démonstration. On développe en série de Taylor :
y(h) = y(0) + hy'(0) + O(h?)
Done ¢n(y) =y + hf(y) + O(h?) = @p(y) + O(h?).

Pour Heun on fait pareil. [ ]

Définition 5.4 On dit que @5 (y) est d’ordre global p ssi |yy —y(tn)| < ch?
pour tout h < hg avec ¢ indépendante de h.

Remarque 5.2 Pour l’ordre local p, on peut écrire :

|@n(y) — n(y)| < b
THEOREME 5.1 Si f est C2, la méthode d’Euler est d’ordre global 1.

Démonstration.
Lemme 5.1.1
(T—tn)L

wr_¢, est lipschitzienne de constante e .

Démonstration. Utiliser Gronwall ]

Yn — Y(tn) = P (y0) — ¥y, (Y0)

n—1

= = Q- (Yk) — Pr—k—1)n (Yrt1)
k=0

Donc

n—1
1Y — ()| < D 1em—rt—1n(en(Yr)) = Co—t—1)n (Yrt1)]
k=0

n—1
< Y eI o () — Y
k=0

n—1
< Ze(nfkfl)LhchQ
k=0
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5.4. AUTRES METHODES NUMERIQUES

On majore :

Donc :

Remarque 5.3 Si f est localement lipschitzienne, on peut étendre ces résultats
en travaillant sur un voisinage compact de la solution exacte.

5.4 Autres méthodes numériques

Méthode de Runge-Kutta d’ordre 4 :

Yo =un

Vi =y +2f(V)

Y,  =uyutlifhm)

Y3 =Yn + hf(Y2>

Ynt1 = Un + 2(f(Yo) +2f (V1) + 2 (Ya) + f(Y3))

Méthode d’Euler implicite :

Ynt+1 == (I)El(yn) = Yn + hf(yn-i-l)

Proposition 5.4 Si hL < 1, alors cette méthode est bien définie.

Démonstration. On considere G(Z) = y,+hf(Z). |G(Z1)—G(Zs)| < hL|Z,—
Zs| donc G est contractante donc possede un unique point fixe. [ ]

Méthode du point milieu :

@%:q)ﬂ O@El
2 2

Proposition 5.5 La méthode du point milieu conserve exactement toute
intégrale premiere quadratique I(y) = y'By de 1’équation différentielle.
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CHAPITRE 5. METHODES NUMERIQUES

Démonstration. 0 = (I(y(t))) = 2f(y(t))*B(y(t)) donc pour tout y, on a
f(y)'By = 0.

I(Ynt1) = y,ZHBynH
= (yn + hf(Y))tB(yn + hf(y))
= YpBYn + Yy, BLf(Y) + hf(Y) Bypi

= I(y) + 2h (V) B (4L

2
= I(y) + 2hf(Y)'BY
= I(y)

PIERRON Théo Page 42 Tous droits réservés



	Introduction et exemples
	Quelques types d'équations intégrables
	Variables séparables
	Équations linéaires inhomogènes
	Équation de Bernoulli-Ricatti

	Exemples en dynamique des populations
	Cas d'une seule espèce
	Cas de deux espèces


	Théorèmes généraux
	Préliminaires
	Cadre général
	Exemples
	Le lemme de Gronwall

	Le cas lipschitzien
	Solution globale
	Existence locale
	Unicité locale
	Solutions maximales
	Retour sur Lotka-Volterra

	Explosion de la solution maximale
	Continuité par rapport aux paramètres

	Équations différentielles linéaires
	Systèmes différentiels linéaires
	Formule intégrale et résolvante
	Systèmes à cœfficients constants
	Groupe à un paramètre
	Équations différentielles d'ordre supérieur

	Comportement qualitatif des solutions
	Portraits de phase
	Stabilité asymptotique
	Solutions bornées


	Stabilité des systèmes non linéaires
	Stabilité
	Critères non linéaires de stabilité
	Retour sur la stabilité des systèmes hamiltoniens
	Étude des équilibres


	Méthodes numériques
	Flot exact
	Flot numérique
	Ordre local et global d'approximation
	Autres méthodes numériques


